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Capitulo 1

Logica Matematica

1.1. Introduccion

La Logica es la ciencia que trata de los principios validos del razonamiento
y la argumentacién. El estudio de la légica es el esfuerzo por determinar las
condiciones que justifican a una persona para pasar de unas proposiciones
dadas, a una conclusién que se deriva de aquéllas (a la luz de un razonamien-
to valido). La validez légica es la relacién entre las premisas y la conclusién
de tal forma que si las premisas son verdaderas la conclusién es verdadera.
La importancia de la Logica viene siendo reconocida desde la antigiiedad, ya
los griegos clésicos sabian que el razonamiento es un proceso sujeto a ciertos
esquemas y que, al menos parcialmente, esta gobernado por leyes perfecta-
mente formulables. Pero su importancia en la actualidad se debe, sin duda, al
destacado papel que ha tomado recientemente en los més diversos campos de
la Informética (andlisis, sintesis y verificacién de programas, programacion
légica, inteligencia artificial, control de procesos, robdética, etc.) y todo ello
como un intento de mecanizar los procesos de razonamiento.

El presente capitulo es una breve guia hacia las herramientas més basicas de
esta disciplina.

1.2. Proposiciones

En Légica Simbdlica los juicios se denominan Proposiciones o sentencias. En
Gramatica, se llaman oraciones. En cualquier caso diremos que una proposi-
cién describe un fenémeno. Por ahora nos podemos contentar diciendo que:
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Una Proposicién es una sentencia al cual le podemos asignar un valor de
verdad, pudiendo ser esta verdadera o falsa.
Por ejemplo:

Hace calor, FEs Lunes, etc.

Una sentencia del tipo: ;Qué dia es?, j tengo miedo?, etc. no son proposiciones
pues no podemos decir si son ciertas o no a diferencia de las anteriores.
Utilizaremos simbolos para representar proposiciones, por ejemplo:

p: Pedro va a la escuela.
q: Es Martes.

r: Las rosas son rojas.

En el presente capitulo utilizaremos letras minusculas para representar proposi-
ciones y sus posibles valores de verdad se designan con las letras V' (verdad)
y F (falso).

La TABLA DE VERDAD de una proposiciéon p es simplemente los posibles
valores de verdad que esta puede asumir:

s <‘%

Este tipo de proposiciones se denominan proposiciones atémicas, otras como
ser: Hoy es Lunes y hace frio se denominan compuestas pues su valor de
verdad depende del valor de verdad de las proposiciones Hoy es Lunes y
hace frio.

Un momento de reflexion deberia ser suficiente para notar que si es Verdad
que hoy es lunes y también que hace frio podemos afirmar que la sentencia
Hoy es Lunes y hace frio es verdadera, ademas este es el tinico caso en el cual
esta proposicién es verdadera. Asi dada las proposiciones p, ¢ podemos formar
una nueva proposiciéon: p y ¢, y considerar la siguiente tabla de posibilidades
6 TABLA DE VERDAD:
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P|la|pAg
ViV 1%
VI|IF| F
F|V| F
F|\F| F

Por ejemplo si p es falso y ¢ verdad, es decir si no es lunes y hace calor la
sentencia Hoy es lunes y hace calor es falsa. Formalizaremos estas ideas a
continuacion.

1.3. Conectivos Loégicos

En general se puede escribir una proposiciéon como una coleccién de proposi-
ciones ATOMICAS y formar a partir de estas tltimas otras COMPUESTAS,
los enlaces para hacer este tipo de operaciones se denominan conectivos 16gi-
cos y se pueden reducir a unas pocas que son esenciales y construir las otras
a partir de esas. El primer conectivo que consideraremos es:

1.3.1. La negacion

Si p es una proposicion ‘no p”~ es también una proposicion la cual denotaremos
con ‘~ p’ | esta es tal que si p es verdadera ~ p es falsa y si p es falsa, ~ p
es verdadera.

Por ejemplo si p : llueve, entonces ~ p: no llueve. Podemos representar los
valores de verdad de esta nueva proposicién mediante la siguiente tabla:

p|~p
V| F
FlV

Se debe ser cuidadoso al momento de negar una proposicién no solo basta
poner no antes de la oracion, como por ejemplo:

p: las elecciones fueron violentas
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la proposicion ~ p serd
~p: las elecciones NO fueron violentas

El conectivo ‘~” se denomina Negacién.

1.3.2. Conjuncién

Dos enunciados cualesquiera se pueden relacionar mediante el conectivo: y,
para formar un nuevo enunciado (compuesto). El cual se denomina CON-
JUNCION , simbolicamente la conjunciéon de dos proposiciones p, g se deno-
tard con:

pPAq

el cual se lee p y q.
Los valores de verdad de p A g se definen en la siguiente tabla de verdad:

SRR ES
5 < o < e
5 oy <>

Notemos que la conjunciéon es verdadera solo en un caso, cuando los valores
de verdad de p y ¢ son verdaderos.

Observacién 1. Podemos combinar estos conectivos para obtener nuevas
proposiciones compuestas, algunas de estas son por ejemplo:

~pA~q, pA~p, pA~gq, ~pAg, ~(pAg).
Cada una de estas es una nueva proposicion y podemos estudiar sus valores

de verdad viendo todas las posibilidades en una Tabla de verdad como las
anteriores. Veamos algunas de ellas:
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pla|~q|pA~q
VI|V| F F
VIF|V 1%
F|V| F F
F|F|V F

La negacion de esta nueva proposicion tiene los siquientes valores de verdad
de acuerdo a los posibles valores de verdad de la proporciones p,q.

plq|pA~q|~({@A~q)
VIiVv| F 1%
VIF| Vv F
F|V| F 1%
F|F| F 1%

Observaciéon 2. En nuestro idioma la conjuncion preserva la misma logica
que el conectivo excepto en algunos casos como la siguiente proposicion:

El paciente recibié la vacuna y murio

esta por supuesto es verdad si es verdad que el paciente recibio la vacuna y
murio, pero a causa de la vacuna. Por ejemplo si el paciente luego de recibir
la vacuna murio por una causa accidental, le cayo un piano, la proposicion
es falsa y no se puede estudiar como una proposicion del tipo p A q.
Notemos que las tablas de verdad de p A q y g N\ p son idénticas, sin embargo
no podemos decir que:

‘Meti6 un gol y murié “ Sea equivalente a ‘murié y metié un gol.

Este tipo de ‘contradicciones ” surgen debido a que la logica que trabajamos
no es herencia de nuestra cultura y por lo tanto idioma, asi no nos queda
otra alternativa que ajustar nuestra lengua a esta forma de razonamiento.
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1.3.3. Disyuncién
La Disyuncién de dos proporciones p, g se define como la proposicion
~ (~pA ~q)

y se la denota como p V q es decir: pV g =~ (~ pA ~ q).

Es claro que su tabla de verdad es la siguiente: (no necesitamos definir la
tabla de verdad de la disyuncién pues conocemos la de la conjuncién y asi es
facil deducirla.):

Plgqg|~pN~q|~(~pA\~q)
ViV F \%
VI|F F 1%
v F \%4
F|F 1% F
es decir
P|q|pPVg
VIV V
VIF V
F |V V
F|F| F

Conceptualmente este conectivo nos dice que la nueva proposicién p V q es
verdadera solamente si alguna de las proporciones p 6 ¢ es verdadera. A
diferencia de la conjuncién en donde ambas tienen que ser verdaderas.

Por ejemplo en la proposicién Hoy es lunes o hace frio basta que sea lunes
o que haga frio para que la sentencia sea verdadera y el tinico caso en la que
es falsa es cuando no sea lunes y que no haga frio.

1.3.4. Implicacién

Uno de los mas importantes conectivos logicos es el de la implicacion el cual
se define de la siguiente manera: p — q¢ =~ pV q y se lee p implica q 6 si
ocurre p entonces q. Veamos su tabla de verdad:
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Es decir

Notemos que el unico caso en la cual la implicacién es falsa en cuando p (La

plaq|~p|~pVgq
ViV | F V
VIF| F F
Flv|IV Vv
F|IF|V V
p|lgqg|pP—4q
ViV V
VI F F
F Vv V
F|F V

hipétesis) es verdadera y ¢ (La Tesis) es falsa.

La importancia de la implicaciéon radica en su uso para el modelamiento
del razonamiento, esta nos dice que si nuestra hipdtesis es correcta la tnica
forma de llegar a una conclusién (Tesis) falsa es que nuestro razonamientos
(la implicacién) haya sido incorrecto (falso). Analizaremos esto con cuidado

més adelante.

1.3.5.

Este enunciado es de la forma p si y solamente q y se define como

Bicondicional

pe—q=@—q N(qg—p)

La tabla de verdad de esta nueva proposicion es la siguiente:

p

q

q

p

(p—a)N(g—p)

p

STESEEIESRES
5 < om < e

< <M= <!

< = < <!

A
v
F
F
V

< = m <]
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La nueva sentencia es verdadera solamente si ambas tienen el mismo valor
de verdad.

Observaciéon 3. Una proposicion muy util es la negacion de la bicondicional
también denominada DISYUNCION EXCLUYENTE simbolizada por pVq,

ast

~(p < q) =pVq
Ejemplo 1. Determinar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones.
1. [(p =~ aq) Aplv(~pAg).
2. [(~pY ~q) A (p =~ @V~ (~p = q)
Solucion.-

1. El conectivo principal es la disyuncion excluyente

plalllp = ~q N pl ¥ (~p A q)

VIV F F F F F F V

VI F |2 VA 7 v F F F

F|V Vv F F F v VvV

F|F Vv V. F v Vv F F

2. FEl conectivo principal es la disyuncion:

plaglll~p ¥V ~q) N (p = ~q]|V|~ (~vp < g
viv| F F F F F F viv F F V
VIF| F vV Vv % Vv |VI|F F vV F
F|V v Vv F V vV F ViF V. V.V
F|F v F V. F Vv v vyiv Vv F F

notemos que es una tautologia.
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1.3.6. Ejercicios

1. Sea p:Hace frio y q:Estd lloviendo. Describir con un enunciado verbal
las siguientes proposiciones:

a) ~

b)p\/q

c) gAp.

d) p— q.

e) ~q—~p.
f) ~pvq.
g) peo~q.

2. Si p:El es alto y q:FEl es galdn. Escribir los siguientes enunciados en
forma simbélica:

a) Kl es alto y galan.

El no es alto ni galan.

)
b) El es alto pero no es galan.
¢)

)

d

No es verdad que él es bajo o que no es galan.

3. Si el valor de verdad las proposiciones p, q,r,s son V, F, V, V respecti-
vamente, deducir el valor de verdad de las siguientes proposiciones;

sV~ (pAqg)]— (rAs)

4. Una proposicion se denomina Tautologia si su valor de verdad es siem-
pre verdadero y Contradiccion si su valor de verdad es siempre Falso.
Determinar cuales de las siguientes proposiciones son tautologias y con-
tradicciones.

a) ~pV ~ (~pA~p)
b) ~p—(p<q)



10 CAPITULO 1. LOGICA MATEMATICA

c) pY~(pV~q)
d) (p—=~qV(Aqg)

5. Sabiendo que ¢ V p es verdad y que ~ ¢ es falso, determinar el valor de
verdad de

[(p Va) Nl —~q, [(~pA~q) AN(r—q)] Ng

6. Determine el valor de verdad de los siguientes enunciados:

a
b

) No es verdad que si 2+ 2 =4 entonces 3+3=561+1=2.
)
c) 24+ T7#9siysolosi,24+1=25implica 5+5=8.
)
)

Si 2+ 2 =4, entonces no es verdad que 2+ 1=3y5+5=28.

d) Si~(2>4)entonceso1l+1=26~ (2=4).

e) Si 3 <5, entonces —3 < —5.

7. Calcular la tabla de verdad de las siguientes proposiciones.

a) ~ (p—q) —~p.

b) p— (p —~p)

¢) [gv ~(p—~q)]

d) (po~r) =~ (gA~ (p— 1))

8. Sabiendo que ~ (r — p) es una proposicién verdadera, hallar el valor
de verdad de las proposiciones:

a) (pA~q) >~ (sVr).

b) (~rVaq)V~pl—~ (pAs)V~r]
¢) [(~pVs)—(gh~r1)] < (p—~q).

1.4. Equivalencia Légica

Diremos que dos proposiciones p,q son equivalentes o logicamente equiva-

lentes si tienen los mismos valores de verdar (o la misma tabla de verdad) en
este caso escribiremos: p = q.
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Denotamos con P(py, ps, ..., p,) una proposicién compuesta por las proposi-
ciones pi, pa2, ..., Pn POT €jemplo:

P(p,q): pNg.

Asi, si las proposiciones P(p1,p2,....,pn) v Q(p1, D2, -, Pn) son légicamente
equivalentes escribiremos:

P(p1,p2, -spn) = Q(P1, 02, -, Pn)

Notemos que P(p1, pa, ..., pn) = Q(p1, D2, ..., Pn) €s equivalente a afirmar que
la los valores de verdad de P(pi,ps,...,pn) < Q(p1,p2, ..., D) sOn siempre
(V) es decir es una tautologia.

Luego es facil ver que las siguientes proposiciones son equivalencias légicas:

L p=~(~p)
2.pANg=~(~pV ~q).

3. pVg=~(~pA~q).

4. pe=qg=@—q9AN(g—Dp).
9. p—q=~pVg.

Algunas equivalencias son particularmente ttiles y se denominan Leyes 16gi-
cas o leyes del algebra de proposiciones.

1.5. Leyes logicas

Diremos que una proposicién compuesta P(py, pa, ..., p,) €s una Tautologia si
su valor de verdad siempre es verdadero, esto independientemente del valor
de verdad de pq, pa, ..., pn, por ejemplo es facil comprobar que pV ~ p siempre
es verdad, independientemente del valor de p, asi es una tautologia.

p|~p|pV~p
V| F \Y%
\Y%

S|
<
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Del mismo modo se dice que una proposiciéon P(py, ps, ..., pn) es una Con-
tradiccién si su valor de verdad es siempre falso (F'), por ejemplo pV ~ p
es una contradiccion. Si dos proposiciones p, ¢ son equivalentes entonces la
proposicion
p—q

es una tautologia asi para probar que dos proposiciones son equivalentes
basta probar que la Bicondicional entre ambas es una tautologia. Es facil
comprobar que las siguientes proposiciones son logicamente equivalentes.

1. Ley conmutativa:

pVqg=qVp, PANG=qAp
2. Ley asociativa:

(pvVgVvr=pVigvr), PAQOAT=pA(qgAT)
3. Ley distributiva:
pAQVr=@@Vvr)A(gVr),  (pVgAr=(@Ar)Vighr)
4. Ley de idempotencia:
pPADP =D, pVp=p

5. Ley del complemento:

pV~p=T, pA~p=C

6. Leyes de Identidad:
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8. Ley de Morgan:

~(p ANq)=~pV ~uq, ~(pVg=~pA~yq
9. Ley de Absorcion:

pVpAg =p, pApPVe=p

10. Ley del contra reciproco:

p—q=~q—~p

11. Ley de Implicacion:
p—q=~pVg.

12. Ley de Bicondicional:
poqg=p—q A(g—p)

Para la demostracion de estas Leyes Logicas basta hacer la tabla de verdad.
Veamos por ejemplo la ley distributiva.

Ejemplo 2. Como tenemos tres proposiciones hay en total 23 = 8 posibili-
dades para los posibles valores de verdad de estas tres proposiciones:

pla|r|pA (@Ar) |« | (A Ar
Viviv,i Vv V |74 74 74
VIVI|F| F F v v F
V|F|V| F F V| F F
V|F|F| F F V| F F
FlV|V| F vV | Vv]| F F
F|V|F| F F V| F F
F|F|V| F F V| F F
F|F|F| F F V| F F
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Asi la proposicion P(p,q,r): (pAq) Ar < pA(qAr) tiene como unico
valor de verdad V' por lo tanto es una tautologia entonces hemos demostrado
la que

(PN AT =pA(gAT)

es una ley logica.

Ejemplo 3. Veamos una de las leyes de identidad:

p|C|(pVC) < p
V| F 1 1
F|F F 1

Asi tenemos que p A C = p.

Ejemplo 4. Otra forma de demostrar estas propiedades es utilizando las
leyes logicas ya demostradas. Para ilustrar esto vamos a demostrar la Ley
del contra reciproco:

b—q=~q—~p

Empecemos a partir de

~q—r~p = ~(~qVe~p L Implicacion
= qV~p L. doble negacion
= ~pVgq L. conmutativa
~qg—o~ D = p—g L. Implicacion

Asi hemos probado que

~qgoNpEpP g
Una propiedad que suele ser bastante ttil es:
Teorema 1. Si p, q son proposiciones entonces
pV(~pAg=pVe  pA(~PVQ =pAg

Demostracion. Vamos a demostrar la primera equivalencia:
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pVi(~pAq) = (pV~p) A(pVgq) L. Distributiva
= TA((pVg) L. Comp.
= pVg L. Comp.
pV(~pAqg) = pVyg
La segunda identidad es evidente y se deja para el lector. O

1.5.1. Ejercicios

1. Determinar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones e indicar
cuales son tautologias.

pA(~pVa).

) [(~pVva)Alg— 1)) =~ (pA~T)

2. Determinar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones e indicar
cuales son contradicciones.

a) [(~pAgq) =~r] e [rA~ (pV ~q)].
b) (pAQ)VIpA(~pV IV~ (p—~q).

3. Demostrar, usando las tablas de verdad la Ley de idempotencia, Ley
de Morgan y la Ley de absorcion.

1.6. Algebra de Proposiciones

Dada una proposicion compuesta a veces resulta conveniente escribirla de
una forma equivalente, para esto se utilizan las equivalencias légicas que
estudiamos en la seccion anterior. Por ejemplo:

Ejemplo 5. Dada la proposicion ~ (p A q) A (p — q) vamos a mostrar que
esta es equivalente a ~ p:
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~pAQOANpP—q) = (~pV~q) Alp—yq) L. de Morgan
= (~pV~g) AN(~pVq) L. Implicacion
= ~pVi(~qgAq) L. Distrib.
= ~pVvC L. Comp.
= ~p L. Id.
Asi podemos concluir que:
~PADAP—a)=~p (1.1)

si se quiere demostrar una equivalencia usando las leyes légicas, suele ser
conveniente empezar del lado que en apariencia parece mds complicada.

Ejemplo 6. Demostrar que (~p — q)V ~ (pA ~ q) =q.

Solucion.-
(~p—= gV~ (pA~q) = [~ (~p) Vg V~vpV~(~q)] LI yLM
= (pVq V(~pVaq) L. Doble Negacidn.
= (pV~p)V(gVyq) L.As. y L. Conm.
= TVgqg L.Cm.
= ¢ L. Id.

Svp—= @V~ (pA~g) =g

Observacién 4. Notemos que en (pV q)V (~ pV q) todos los conectivos son
la disyuncion, asi por la propiedad conmutativa y asociativa se obtiene

pV@)V(~pVg) =[V~pVVyg
Ejemplo 7. Simplificar ~ [(p V) A (~p—n q)} .

Solucion.-
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~ VYA (~vp—=~g] = ~(VgV~(pV~g) LMy Lim
= (vpA~qV(~pAg LM
= ~pA(~qVgq) L.D.
= ~pAT L.Cm.
= ~p L. Id.

o~ [V A (v p =~ g)] =~p.

Ejemplo 8. Simplificar [~ (pV @)\ ~ q] — [(pA ~ q)V ~ q]. Veamos:

[~ @Van~gd = lpA~qv~q = [~pVaOA~q —=~q L Abs
= [(~pA~q@AN~q]—~q L. Morgan
= [~pA(~aA~q]—~q L. As
= (~pA~gq) —~gq L. Idem.
= ~(~pA~qV g L. L
= (pVqV ~q L. M.
= pV(gv~q)
= pVvT
= T

Luego la proposicion [~ (pV @)\ ~ q] — [(pA ~ q)V ~ q| es equivalente a T
y podemos escribir:

[~ (VPN ~ql = [PA~q)V ~q =T.

Por supuesto las equivalencias légicas que enunciamos en la secciéon anterior
solo son las mas comunes, todas las equivalencias demostradas son también
leyes légicas. Las siguientes son bastante ttiles

Teorema 2. Si p, q son proposiciones, entonces
1.pVg=(pA~q)V(gA~p).

2.pNg=(@VgNA~(pANq).
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Demostracion. Vamos a probar la primera propiedad:

pVg = ~(p<q) Definicién de V.
= ~[p—=aN(g—Dp)] Def. de —
= ~(p—=qV~(q—Dp L.M.

= ~(~pVgV~(~qVvp) LL
= (pA~q)V(gN\ ~p) L.M y L.DN.

Notemos que con esto hemos demostrado la primera equivalencia del teorema.
Para la la segunda continuamos con:

pVg = (pA~q)V (g\~D) Teorema 2(1)
= [eA~@) Vg A[pA~qV~pl LD.
= (pVqg) AN(~qV ~Dp) Teorema 1
= (pVgA~I(qADp) L.M.
con lo que hemos terminado la demostracion. O

Ejemplo 9. Simplificar ~ (r — p)V [(rA ~ p) Vr].
Solucion.-

~(r—=pV[rA~p) V] = ~(r—pVr L.Abs
= (rA~p)Nr LM yL.Imp.

Ahora por el T. 2 (2) que acabamos de demostrar tenemos:

(rA ~p)Vr = [(r/\wp)\/ r}/\w[(r/\wp)/\ r}
= rA~[(rAT)A~Dp) L.Abs.
= rA~(rA~p)
= rA(~rVp) L.M.
= rAp T.1.

N(rﬁp)y[(r/\wp)\/r} =7rAp.
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1.6.1. Ejercicios

1. Demostrar que

a) (pV~q)A(pVaq)=p.

b) (~pAT)V(~pA~T)=~p

¢) [(pvr) =g AN[(~pAN~T)V~gl=~pA~r
d) (pvVagV~q=T

e) (pvgVp=T

f) (oA~ @) N (~gh~p)=C.

a) (~pV~q)—p=p

b) [(p =~ a) A (~qVp)V(~pA~q)=~qgAp

¢) [(~g—=~r)A~(~pVr) = (pA~7)=T

d) (pV.~q) N(~p —~q)=pV ~q

e) [~pV(~rVp) A~ (~qVp) = A~ =(p V)NV~ q)
f) (~qvp)N(pV~r)AlpVvr) A(gvr)=C.

3. Simplificar las siguientes proposiciones:

a) ~[pA(~p—(rV ~q))]— (~pA~q)
b) ~[pA(qV~p)—~(p—~aq)
¢) [p—= (~p—=~qgVI~qge (pA~q)
4. Simplificar los siguientes enunciados:
a) No es verdad que, las rosas son rojas implica que las violetas son
azules.
b) No es verdad que, hace frio y esta lloviendo.
¢) No es verdad que, hace frio o que esta lloviendo.

d) No es verdad que, las rosas son rojas si y solo si las violetas son
azules.
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1.7. Circuitos Logicos

Supongamos que se tiene una conexién de corriente eléctrica del siguiente
tipo

N

@

si ademdas ponemos un interruptor en la conexion por ejemplo

- .

podemos observar dos estados, encendido y apagado:

N

=
@ ®
=

Este comportamiento es similar al de una proposicion, entonces diremos que
si p es una proposicion,el circuito asociado a esta proposicién es

p
o—/ —_—e
Asi los conectivos logicos se pueden modelar del siguiente modo:

p

©
o]

PAq

pvq
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Un circuito en serie para la conjunciéon y un circuito en paralelo para la
disyuncién. Por ejemplo la proposicién p A (~ pV ~ q) se puede representar
como

~p

©

~q

y puesto que p A (~ pV ~ q) = pA ~ g por el T.1 entonces este circuito es
equivalente a

p ~q

@ / \

Los demas conectivos se pueden representar considerando que p — g =~ pVq
es decir

~P ~p p
P ——e —] —
q q ~q
p—q
p<+—q

Ejemplo 10. Consideremos la siguiente proposicion
~pAl~g— (pV ~q)]

esta se pude representar mediante el siguiente circuito:

q
~p
N gg— p .
R
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pues ~ pA[~q— (pV ~ q)] =~ pAlqV (pV ~ q)| simplificando tenemos
que

~pAlgV (Vv ~q)] = ~pA[gV~q)Vp] L. As
= ~pA[TVy] L.Comp.
= ~pAT L. Comp.
= ~p

ast el circuito anterior es equivalente a
~Pp
o—/—o
Ejemplo 11. Notemos que
[pA(gVr)VI~pVI(gh~r)=[pA(gV )V e~pV(gh ~r),

el circuito asociado a esta proposicion es:

q

p _

] r]_
|
[ L ]
~p
/ /
q -~r
Simplificando tenemos:

DA(@VT)IV~pV(gh~T) = (gVr)V~pV(gh~r) T.1

= (rvqV(@AN~r)V~p LAs., LC.
= rVijgV(@AN~r)V~p LAs., LC.
= rVgV~p L.Ab.
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Ejemplo 12. Sea la proposicion

[~pA(gV~q)|—I[~mVagV(gN~Dp)]

notemos que Si:

[~pA(gV~q)]— [~V V(eA~p)
=~ [~pA(qV ~ @]V [(~pA~q)V (g~ Dp)]
=[pV(~anglVI(~pA~q)V(gh~p)
=pVI(~gNAq)V(~pA~q)V(gA~Dp)

entonces el circuito asociado a esta proposicion es:

P
/
/S /
— -1 q o
S/
~p  ~q
/___/
9 -~p
simplificando la ultima expresion tenemos:
pV(~agNgV(~pA~q)V(gh~p) = pVCV[~pA(~qVyg)] L.C LD
= pV(~pAT) L.C, L.I
= pVn~p
= T

1.7.1. Ejercicios

1. Construir los circuitos logicos de las siguientes proposiciones y simpli-
ficarlos:

a) pVq.
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b) [(~pV~q) AglV(~pVg)

¢) pA(gVr)Vi~pVi(gh ~7)]

d) [~pA(gV~q)]—I[~({@Va V(A ~Dp)
) |

e) [(~pVOAN~g AN(~pV @A~ p]

2. Escriba la proposicion asociada a cada una de los siguientes circuitos y

simplificar.
r
/
a) . / Y
~p ~Tr
J__/
p ~q
~ P
q
LT
b) 1 ~q / N
/
P ~q p ~dq
~p
q
T
c) ° / / /
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~q . 9
— T
d i
) e ’ ot o
ﬁp]_
p q
q
~q
q q
:
7
/
) * P 4 ~p *
~p
ﬁp]_
L

q @
[ foa
/
N . : . .
~p
ﬁp]_
~P %

1.8. Razonamiento Deductivo Valido

Dada una proposicion de la forma

P(p17p27 7pn) - Q(p17p27 7pn)

Que es una tautologia, esta se denomina un Razonamiento deductivo vdlido
(RDV) o una Regla de inferencia.
Analicemos por un momento una tautologia de este tipo.
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Si P fuese verdadera entonces al ser P — () una tautologia la tinica opcion
que le queda a @) es ser verdadera (ver la tabla de verdad de la implicacién).

bl1gq|pP—4q
VIV \Y
VIF

Esta es precisamente la forma que se necesita para modelar una demostracién
en matemética es decir si partimos de proposiciones verdaderas (teoremas,
axiomas, etc.) y a través de un RDV logramos concluir () entonces esta tiene
que ser verdadera. Ahi radica una de las principales importancia acerca de
los DRV’s.

Llamaremos al antecedente la hipotesis y al consecuente la tesis o conclusion.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 13. Sea la proposicion (p A q) — p. Vamos a demostrar que es un
RDYV.

Para empezar notemos que el antecedente o hipdtesis es: (p A q) y el conse-
cuente o Tesis es: p

Entonces para demostrar que (p A q) — p es un RDV basta ver que es una
tautologia:

plaqa|rAg — p
viv] v Vv
VIF| Vv VvV
F\V| Vv VvV
F|\F| F V

Por supuesto esta no es la unica forma también podriamos a ver procedido
de la siguiente forma:

(pANq)—p = ~(PAQVD L. Implicacion
= (~pV~q)Vp L. Morgan
= (~pVp) Vg L. Asoc.
= TVq L. Iden.
= T L. Iden.
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A continuaciéon daremos algunas notaciones a fin de facilitar el trabajo con
los RDV. Si la proposicion

P(p1>p2> 7pn) - Q(pbp% >pn)

es un RDV entonces se suelen utilizar las siguiente notaciones:

P(p17p27 7pn)
Q(p1>p2> ,pn)
6 de manera alternativa
{P(pl,pz, >pn)} H Q(plap27 >pn) (12)

Si
P(p1,p2, -, 0n) EP1AP2 A .. APy
es la conjuncion de dos o mas proposiciones entonces se suele denotar:

P

Pn
Q(p17p27 7pn)

6 usando la notacién (1.2) podemos escribir

{p1, 1, Pu} F Q(p1, D2, .., Dn)

Al igual que en el algebra de proposiciones existen algunos RDV elemen-
tales, los cuales nos ayudan a probar que otras proposiciones también son
RDV, sin necesidad de disenar las tablas de verdad. ni mostrar que son tau-
tologias usando las leyes logicas. Estas se denominan Reglas de Inferencia,
las principales son:
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Modus Ponendo Ponens(P.P.)

Modus Tollendo Tollens (T.T.)

p—4q p—4q
p ~dq
q ~p

Silogismo Hipotético (S.H.)

Silogismo Disyuntivo (S.D.)

p—r pVyaq
p—4q q

Regla de Conjuncién (R.C.)
p
q
pPAg

Regla de Simplificacién (R.S.)

PAq
P

Regla de Contradiccién (R.D.C.)

Regla de Dem. por Casos (R.Cs.)

p—r
q—rT
p
(pVg) —r

Dilema Constructivo (D.C.)

Dilema Destructivo (D.D.)

p—r p—r
q— s q— s
pVyg ~ TV~ S
rVs ~pV ~q

Regla de Adicién (R.A.)

p
pVyq

Regla de Dem. por casos (R.D.Cs.)
p—(qg—r)
pPAg

r
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Cada una de estas es un RDV, la demostracion se la puede realizar a través
de la elaboracién de una tabla de verdad o bien usando las leyes logicas: Por
ejemplo ya mostramos que (p A q) — p = T es decir hemos demostrado la
ley de simplificacién,que en términos de la notacion para RDV se escribe:

PAq
b

6 de manera alternativa {p, q} F p.

Ejemplo 14. Para demostrar la REGLA DEL DILEMA CONSTRUCTIVO
notemos primero que:

p—T
7% = =)A= ApVe) = (rVs)
pVq
rVs

de acuerdo a la notacion que definimos. Entonces para mostrar que este es
efectivamente un RDV tenemos que mostrar que

[(p=r)A(g—=s) APVl — (rVs)

es una tautologia veamos:

(p—=r)n(g=s) AVl = (rVs) = ~[(~pVr)A(~gVs)AlpValV

rVqVs)VpV(~pA~q)
rVqVs)V(pV~q)
= rVvsVpV(qV ~q)

(
[
= (pvr)V(gVs)V(~pA~q)
(
(

= rVsVpvVvT
= T

PA~T)V (A~ 8)V (~pA~q)V (rVs)
(pA~ 1) V1]V [(gA ~ 5) V8]V (~
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Asi queda demostrado que es un RDV.

Del mismo modo se puede probar que todas son un RDV.

Otra forma de demostrar que una proposicién compuesta es un RDV es
utilizar los RDV ya conocidos: Vamos a demostrar REGLA DEL DILEMA
DESTRUCTIVO (DD):

p—T
q— s

~rV~s

~r—~p 1, LCR
~s—r~q 2, LCR
s~pV~q, 45,3, LDC.

SERERSANE ol BN

Ejemplo 15. Demostrar que las siguientes conclusiones son correctas:

a) v—~p b) r—gq ) v—o~u
PA ~ t ~s— (t Au) PA ~ ¢
s—t PA ~ q (~vVm) — (rAt)
qg—u (pAt) —wv qVw
sV (gAT) rV .~ s p— (uV ~w)
uN ~ v A NAN ) SoorVs

Solucion.-
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1. r—gq
1. v—o~p 2. ~s—(tAu)
2. pA~t 3. pA~gq
3. s—t 4. (pAt) —w
4. q—u 5. rVo~s
5. sV(gATr) 6. p 3, RS
6. p 2, RS 7. ~q 3, RS
7. ~w 1,6 MT 8. ~r 1,7, MT
8. ~t 2 RS 9. ~s 5,8 SD
9. ~s 3,8 MT 10. tAw 2,9, MP
10. qAr 5,9 SD 11. ¢t 10, RS
1. ¢ 10, RS 12. pAt 11,6 RC
12. w 11,4 MP 13. v 4,12, MP
13. uN~w 11,7 RC 14. wu 10, RS
15. vAu 13,14 RC

1. v—=~u

2. pA~q

3. (~vVvm)— (rAt)

4. qgVw

5. p— (uV ~w)

6. p 2, RS

7. ~gq 2, RS

8. uV~w 6,5 MP,

9. w 4,7, 8D

10. w 9,8, SD

1. ~uw 10,1, MT

12. ~ovVm 11, R.Ad.

13. rAt 3,12, MP

14. r 13, RS

15. rVs 14, R.Ad.

Una técnica muy til para hacer estos razonamientos se basa en el siguiente

teorema:

Teorema 3. Si p1,po, ..., Pk, D, q SON proposiciones entonces

(PrAP2APsA . ApE) — (p—q) = P1AP2AP3A .. AP AD) = q
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Demostracion.

(pr Ap2 A Apr) = (p—=a@) =~ (1 Ap2 Ao Apr) V(P — q)
(~p1V e~ paV oV ~pp) V(~p V)
(~pV ~pa VoV ~pV ~p) Vg
=~ APA AP AD) Vg

=P Ap2 N AP AD) = q

El T.3 es 1til en el siguiente sentido: Si queremos demostrar que
(PLAP2 AP A Ap) = (p—q)
es un RDV, es equivalente demostrar que
(P AP2ADP3 A .. AP AD) = @

es un RDV. es decir:

h h
b2 P2
Pp3 o :

3 Pn
Pn p
pP—4q oo q

Muchas veces es mas facil probar esto ultimo. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 16. Vamos a demostrar que {p — (¢ At), pVr}tk ~(rvs)—gq
es decir queremos demostrar que:

1. p—(gNt)
2. pVr
~(rvs)—gq

por el Teorema 3 esto es equivalente a probar que
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1. p—(gNt)

2. pVr

3. ~(rvs)

q
entonces podemos proceder de la siguiente manera:

1. p—(gNt)
2. pVr
3. ~(rvs)
4. ~rA~s 4, LM
5. ~r 4, R.S.
6. p 25 S.D.
7. gNt 1,6, M.P.
8. ..q 7, R.S.

por lo tanto hemos probado que {p — (¢ ANt),pV 1}t~ (rvs)— qesun
razonamiento deductivo vdlido.

Observaciéon 5. La regla de demostracion por contradiccion (RDC) merece
algin comentario adicional. Recordemos que esta regla afirma que

p
Supongamos que queremos demostrar que {p1, p2, ..., Pn} = p la regla nos
dice que si probamos
{p17p27 7pn} }_Np_>C (13)

entonces podemos deducir p, pero notemos que, por el T. 3 probar (1.3) es
equivalente a probar

{p17p27 7pn7Np}|_C (14)

ast para probar la tesis p podemos suponer ~ p como una hipotesis adicional
y concluimos la demostracion cuando deducimos una contradiccion (C'), que
por lo general es de la forma PN\ ~ P.

Veamos un ejemplo para aclarar ideas: Vamos a probar:

p— (gAt)
pVr

~ (rVs)
q
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usaremos la RDC, para esto asumimos la negaciéon de la Tesis como una

hipétesis adicional, y nuestro objetivo es concluir una contradiccion C', es
decir

p— (g1
pVr
~ (rVs)
~(q
C
la conclusién (C') que buscamos por lo general aparecerd de la forma PA ~ P
1. p—=(gNt)
2. pvVr
3. ~(rvs)
4. ~q
5 ~r 3, LM y R.S.
6. p 5,2 SD.
7. ~qV~t 4, LAd.
8. ~(qgAt) 7, LM.
9. ~p 1,8, TT.
10. ~pAp=C 6,9 RC.
: C
por lo tanto usando la RDC esto es equivalente a demostrar
p— (g1
pVr
~(rvs)
q

Veamos algunos ejemplos maés:

Ejemplo 17. Demostrar

pVyq
p—q r —r S
Np—>7” p—>T
- t—~s

pVi
q q— s
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Solucion.-
I. p—gq
2. ~p—r
3. ~r
4. ~~p 2,3 TT
5. p 4 LDN
oq 1,5 MP

1. pVyg

2. r—o~s

3. p—or

4, t—r~s

5. pVt

6. qgq—s

7. rVes 3,4,5 DC
8. ~1Ve~s 2, LI
9. ~s 8,7RC, LD
10. ~g¢q 6,9, M'T
11. p 1,10, 8D
12. - r 3,11, MP

Ejemplo 18. Demostrar que los siguientes son razonamientos deductivos

validos

a) {p— (gNAt), pVr,~(rvs)}hk

b) {pVg,p—r,r—sq—s, (sVt)—up—~u }F g

Solucion.- Es decir queremos probar que:

p— (gA1)
pVr
~ (rVs)

veamos entonces

pVyq
p—r
Tr— S
q—35
(sVt)—u
p—~u
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1. pVg
2. por
3. r—3s
; g:r(q/\t) 4. q— S
3~ (rVs) 5. (sVit)—u
I ~rh~s  4LM 0. p—n~u
' ’ 7. rvVs 1,2,4 DC
5. ~r 4, LS
6 2 D 8. ~1rVs 3, LI
o Lo p 9. s 7,8, RC, LD
o ! LS 10. sVt 9, RAd
SRR ’ 1. w 10, 5, MP
12. ~p 11, 6, MT
12. .q 12,1, SD
1.8.1. Ejercicios
1. Demostrar que los siguientes son razonamientos deductivos vélidos
a) {r -~t, s—r stk~t
b) {a — (bAd),bANd — ¢, a} - c
¢) {~p—~gq ~p ~qg—rtk T
2. Simbolizar cada uno de los siguientes razonamientos y demostrarlos

a)

Si 2 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 1.
Si 3 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 0.
2 es mayor que 1.

Por lo tanto, 3 es mayor que 0.

a+1=2.
Sia+1=2entonces b=1+2.
Sib+ 1= 2 entonces a = b.
Por lo tanto a = b.

Esta ley seré aprobada en esta sesion si y solo si es apoyada por
la mayoria. Es apoyada por la mayoria o el gobernador se opone a
ella. Si el gobernador se opone a ella, entonces sera pospuesta en
las deliberaciones del comité. Por lo tanto, est ley serd aprobada
en esta sesion o serd pospuesta en las deliberaciones del comité.
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d) Un liquido es un acido si y solo si colorea de azul el papel de
tornasol rojo. Un liquido colorea de azul el papel de tornasol rojo
si y solo si contiene iones de hidrogeno libres. Por lo tanto, un
liquido es un &acido si y solo si contiene iones de hidréogeno libres.

3. Demostrar que los siguientes son razonamientos deductivos validos

a) {s =>~t, t,~s—r}k- r.
b) {p—s,~s, ~p—t}F
{s=@®Vva, s ~pk ¢

)
)
)
d) {pAr,p—s,r—t}F sAt
)
)
)
)

o

e) {sAp,qgV~r,s—r}tE qAD.

~

{t >r,r—-~s ttE ~s.
g) {~qVs, ~s, ~(rAs)—qtk r.

h) {v =~p,pA~t, s—t, q—u,sV(@AT)}F  uN~w.

4. Demostrar que las siguientes conclusiones son correctas:

a) v—~p b) r—gq ) v—o~u
PA ~ t ~s— (tAu) PA ~ q
s—t PA ~ q (~vVm) — (rAt)
qg—u (pAt) = qVw
sVI(gAT) TV ~ s p— (uV ~w)
uN ~ v R AN SoorVs

5. Demostrar que las siguientes conclusiones son correctas:

i) a=bVa<b i) bA2—ap?2
(a<3ANb=a+1) —=b#8 aF5Vb+#£2
a=3Vb=38 a=b+3Nb<4
aZbANb=a+1 b>2ANb<4)—a>5
~(a<3)—~(a<b) a#b+3Va>2

a=3Vb<2 S b#£2



38 CAPITULO 1. LOGICA MATEMATICA

i) a#T7—~(c>a) w) a>bvb=3

a>4—bF 1
a<6Va=3 7
1—3 5 c>a a>b—a>14

a=b—0b#1
a<b—oc>a

a>bVa=b
a=5Va#T

b=3—=>b>1
a=5Vcec>5H

a>4

6. Establecer si el argumento es valido o no.

a) Sivoy en auto a mi trabajo, entonces llegaré cansado. Yo no voy
en auto a mi trabajo. Por lo tanto no llegaré cansado

b) Me volveré famoso o no me convertiré en escritor. Me convertiré en
escritor, por lo tanto me volveré famoso

¢) Si lo intento con ahinco y tengo talento, me convertiré en musico.
Si me convierto en miusico, entonces seré feliz. Luego si no voy a
ser feliz, entonces no intentaré con ahinco o no tengo talento

La l6gica, palabra derivada del griego clasico "logos” (la razén, principio que
gobierna al Universo), son las reglas usadas para hacer deducciones creibles.
Podriamos situar el comienzo de la aportacion de la Ingenieria a la Légica
en 1938, cuando Claude E. Shannon (més tarde famoso por su Teoria de la
Informacién) observo que las funciones realizadas por circuitos combinato-
rios, inicialmente construidos con relés, se podian representar con la notacién
simbdlica del algebra de Boole. A mediados de la década de los 50, D.A. Huff-
man extendio este trabajo a los circuitos secuenciales, lo cual dio origen al
desarrollo de la teoria de maquinas de estados finitos. La contribucién de
la Lingtiistica llega a finales de los 50. Noam Chomsky, con su teoria de las
gramaticas formales, establece las bases de la lingtifstica matematica e inicia
el camino hacia la formalizacion en la descripcion de los lenguajes naturales.
Al mismo tiempo, se estaba trabajando en la especificacién de la sintaxis
de lenguajes de programacion de ordenadores: Backus adapté algunos tra-
bajos de E. Post a tales especificaciones y obtuvo una notaciéon que era una
variante de las gramaticas libres de contexto de Chomsky. Por otra parte,
el estudio de las clases de lenguajes generados por las gramaticas formales
y el estudio de las maquinas de estados finitos llevé al establecimiento de
una relacién inmediata y sorprendente: los mismos fenémenos aparecian de
forma independiente en ambos campos, de manera que se podian establecer
isomorfismos entre ambos modelos.



Capitulo 2

Teoria de Conjuntos

En este capitulo vamos a estudiar la nocién de conjuntos, para lo cual uti-
lizaremos las ideas de la Logica simbdlica.

2.1. Conjuntos

Diremos que un conjunto es una coleccién de elementos, si A es un conjunto
y a es un elemento de A escribiremos

a € A que selee ”a pertenece al conjunto A”.

Y si a no es un elemento del conjunto A entonces ~ (a € A) =a ¢ A.
Por ejemplo N es el conjunto de los niimeros naturales y 1 € N, 2 € N.
Los conjuntos se pueden representar de las siguientes maneras:

2.1.1. Por Extension

Un conjunto esta representado por Extensién si se representan todos sus
elementos explicitamente, por ejemplo:

1,A:{a,b,0,d,€7f}
2. B — {1727374}
3. C - {0707‘7%}

el problema de esta representacién es que la cantidad de elementos que debe
tener el conjunto para poder representarlo debe ser finita y en una cantidad
reducida.

39
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2.1.2. Por comprensién

Un conjunto esta representado por comprension si se da una regla explicita
o implicita mediante la cual se generan sus elementos 6 una propiedad que
los caracteriza completamente. Por ejemplo:

1. N={1,2,3,4,5,6,...}
2. B={a,b,c,d,e, f,g,h,..}
3. C=1{2,3,5711,13,..}

son conjuntos en los cuales la regla de generacién queda implicita. Asi debe
ser claro que 7 € N,i € B, 17 € C. Los conjuntos:

1. A= {Fn S +Fn_2, Fy = 0, F = 1, n e N}
2. B=Aa,: a, =(—1)"2", n € N}.

Estan dados a partir de una regla que genera sus elementos. Resulta claro
que para el conjunto A:

DeAleA
0O+1=1€A
1+41=2€A
2+1=3€A
3+2=5€ A

entonces podemos afirmar: A = {0,1,1,2,3,5,...}
Del mismo modo para el conjunto B podemos ver que:

n=1 — a = (-1)'-2! = —2€B
n=2 — a = (-2)*-22 = 4€B

n=3 — a3 = (-3)3%*-22 = —8¢€B

Asi podemos escribir B = {—2,4, -8, 16, ...}.
También se los puede representar mediante una propiedad que caracterice a
sus elementos. Por ejemplo

{z € N: n es un ntmero primo}
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Dada una proposicién abierta p(z) cuyo conjunto universal es U (es decir el
conjunto de elementos para los cuales p(x) es una proposicién 6 en el cual
nos interesa a p(z) como una proposicién), podemos definir el conjunto:

A={z € U: p(x) es verdad } (2.1)
por ejemplo si p(z) : < 4 y su conjunto universal es N entonces
A={zxeN:z<4}={1,2,3}
Ejemplo 19. Veamos algunos ejemplos:

1. M ={x e N: 3k e Nuz=3k} ={3,6,9,12,....} el conjunto de los
maultiplos de tres

2. P ={x € N: ztiene exactamente dos divisores positivos}
={2,3,5,7,11,13,17, ...} el conjunto de los nimeros primos.

El conjunto universal (de discurso) se refiere al conjunto de todos elementos
que se consideran en un determinado tema de estudio, por ejemplo dada la

proposicion abierta

2?4 y? = 22

podemos considerar como su conjunto universal: Z si la vemos en el dmbito
de la aritmética, R si la vemos el calculo de varias variables 6 C en el cdlculo
de variable compleja.

Notacién 1. Denotaremos con U el conjunto universal (de discurso). Cuan-
do se sobre entienda el conjunto universal al cual nos referimos escribiremos

{reU: pa)}={z: px)}
Ejemplo 20. En los siguientes conjuntos el conjunto universal es Z
1. A={z: 2> -1=1}={-2,2}
2. B={z:z#uz}
3. C={x: -2<2x<6}={-1,0,1,2,3,4,5,6}
Notemos que el conjunto B carece de elementos.

Definicién 4. Un conjunto que carece de elementos se denomina Conjunto
vacio y se lo denota por (.
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2.1.3. Diagramas de Venn

Una representacion en diagramas de Venn, es una representacion grafica del
siguiente tipo:

u
A
asi sia € Ay b¢ A representaremos:
U
A

Ejemplo 21. Consideremos el conjunto A = {x € N: n divide a 15}, es
claro entonces que:

IN

Ejercicios
1. Escribir los siguiente conjuntos por extension:
a) A={neN:n divide a 9}.
) B={a,: a,=(=1/n)"+1,n=1,2,3,4,5}.
¢) C={z€Z:2*-2x+1=0}
d) D={xe€Z:-2<uz <3}

S
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2. Dado que U = {1,2,3,...,10} y A = {3,9,10} ,B = {1,2,6,7}, C =
{2,5,7,9}. Ubicarlos en un Diagrama de Venn conveniente.

3' DadoqueU = {a’b7c7d767f’g7h7i’j’k}yA = {6’g7h}7B = {f?.g’i?j}? C =
{a,e,i}. Ubicarlos en un Diagrama de Venn conveniente.

2.2. Inclusién de conjuntos

Dados los conjuntos A y B diremos que A esta incluido en B 6 que A es
subconjunto de B, si la siguiente proposicion es verdadera:

Ve :zx € A entonces z€B (2.2)
en este caso escribiremos A C B. en términos de diagramas de Venn tenemos:

B

Ejemplo 22. Sean B = {1,2,3,4,5,6,7,8} y A = {z € N: z divide a 6},
luego como A ={1,2,3,6} entonces A C B.

Decir que A no es subconjunto de B es equivalente a la negacién de (2.2) es
decir
A¢B = x:zeANz¢B

B A
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Definicién 5. Si un elemento b no es un elemento del conjunto A, diremos
que a no pertenece al conjunto A y escribiremos ~ (a € A) 6 de manera
equivalente a & A.

Asisi A={1,2,3,4} y B={1,2,3,4,7} entonces A C B pues todo elemento

de A es también un elemento de By B ¢ A pues existe 7 € B tal que 7 ¢ A.
En diagrams de Venn:

Observacién 6. Si A es un conjunto entonces es claro que:
1. ACA.
2. 0 C A

Definicién 6. Diremos que dos conjuntos A y B son iguales si A C B y
B C A, es decir

A=B siysolosi Vr:xe A< xeB (2.3)
Teorema 7. Sean A, B y C' conjuntos, entonces
1. A=A
2. ACByBCC entonces A C C.
Demostracion. 1. Es evidente pues A C A.
2. Dada a € A un elemento cualquiera, como A C B entonces a € By

como B C C entonces a € C luego A C C.
U
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Ejercicios
1. Dados los conjuntos
A ={neN: nesdivisor de6}, B ={n€Z: nesdivisor de 12}

determinar si A C B 6 B C A.

2. Para el ejercicio anterior hacer un diagrama de Venn.

2.3. Operaciones con conjuntos

2.3.1. Complemento

Dado un conjunto A definimos
A={zecU:x¢ A}
el complemento de A. En diagramas de Venn tenemos:

U

AC

Ejemplo 23. Sea U el conjunto de las vocales y A = {a,e,u} entonces
A¢ =i, o}
Ejemplo 24. Sea U = R entonces
1. Si(a,b) ={x: a <z < b} entonces

(a,b)={z:~(a<z<b)}={z:x<aVa>b}

(a,b) (a,b)°
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2. Sila,00) ={z: a <z} entonces

(—o00,a)={z:x <a}

Teorema 8. Si A, B y C son conjuntos, entonces
1. (A=A
2. AC B siy solo si B¢ C A°.
Demostracion. 1. Notemos que:
a€ (A —adgA°
—r (a € A%
o (a g A)
v (a € A)
—a€cA

luego Vz : x € (A°)° < x € A por lo tanto (A°)° = A.
2. basta ver que

Vi:x€eA=xeB = Vr:x¢dB=x¢A
Ve:x € B = x e A°

]
2.3.2. Unioén de Conjuntos
Si A, B son conjuntos, definimos el conjunto
AUB={z:z€ AV € B} (2.4)

la unién de A y B. En diagramas de Venn:

A B

AUB
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Ejemplo 25. Asisi A={1,2,3,4}, B ={4,5,7} entonces
AUB={1,2,3,4,7}

A

€D

Teorema 9. Sea A, B,C, D conjuntos entonces:

1. AUA=A.

2. AU(BUC)=(AUuB)UC.

3. AUB=BUA.

4. AUD=A, AUU =U.

5 SiACC yBCD entonces AUB C CUD.
6. AC AUB.

Demostracion. 1. Sea a € A entonces:

a€A & acAVac A L.ldem.
& a€ AUA, Def.

por lo tanto A= AU A

3.
ac AUB & a€ AVae B Def.
& a€eBVae A, LC
& a€ BUA, Def.
por lo tanto AU B = BU A.
5.

a€c AUB & ac€AVaecB Detf
= ac€CVaeD, puesdCC,BCD
& aceCUD, Def.

por lo tanto AUB C CUD.
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2.3.3. Interseccion de Conjuntos

Si A, B son conjuntos definimos el conjunto
ANB={z:z€ ANz € B} (2.5)
la interseccién de A y B. En diagramas de Venn

A B

ANB

Asisi A=1{1,2,3,4}, B ={3,4,5,7} entonces
AN B={3,4}

Las siguientes propiedades se deducen de las leyes logicas ya conocidas.
Teorema 10. Sea A, B,C, D conjuntos entonces:

1. AnNA=A.

2. ANB = BN A.

3. AnN(BNC)=(AnB)NC.

4. AND =0, AnU = A.

5 SIACC yBCD entonces ANBCCND.

6. ANB C A.
Teorema 11 (Ley de Morgan). Dados los conjuntos A y B

(ANB) = A°UB°, (AUB) = A°nB"
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Demostracion. Vamos a probar la primera propiedad:

a€(ANB) & a¢(ANDB), Def.
& ~(a€e ANB), Def.
& ~(a€eANa € B), Def.
& ~(a€ AV ~ (a€ B) LM. para prop.
& agd AVadg B Def.
& acA°Vae B° Def.
& ac A°UDB° Def.

por lo tanto (AN B)¢ = A°U B O

Las siguientes propiedades son las que relacionan todas la operaciones vistas
hasta ahora. Las demostraciones se apoyan en las leyes légicas correspondi-
entes.

Teorema 12. Sean A, B,C' conjuntos, entonces
1. AnNA=0, AUA“=U.
2. ANU=A, An0=10
3. Propiedad Distributiva
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Au(BnNnC)=(AuB)Nn(AUC)

4. Propiedad de Absorcion

2.3.4. Diferencia de Conjuntos
Dados los conjuntos A y B definimos:

La diferencia de conjuntos: A — B = AN B“.

A B
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La diferencia Simétrica: AAB=(A—B)U(B—-A).

A B

Notemos que por definicién podemos escribir:

A—B={x:zx€ ANz ¢ B}
AAB={z: (r€e ANz gB)V(xe BANx g A)}
={zr:x€ AVzx € B}.

Ejemplo 26. Sean A ={a,b,c,d,e, f,g,h} y B ={a,e,i,o,u} entonces
a) A—B={b,c,d, f,gh}
b) B— A= {i,o,u}
c) AAB ={b,c,d, f,g,h,i,0,u}
Proposiciéon 13. Demostrar que:
1. (A—B)n(ANnB) =0.
2. A=(A-B)U(ANB).

Demostracion. Veamos que:

1.
(A-—B)N(ANnB) = (ANB°)N(ANB), Def.
= AN (BNB°, T.12
= AN T. 12
=0 T.12
2.

(A-—B)U(ANB) = (ANB°)U(ANDB)
AN(B°UB)=ANU
= A
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Ejemplo 27. Sean U = {1,2,3,...,10} y
A={n: ndivide a 8}, B={n: nesimpar}, C ={n: nes miltiplo de 3}.

i) Hallar (A°— B)A(C — A).

Solucién.- Primero notemos que A = {1,2,4,8}, B=1{1,3,5,7,9},C =
{3,6,9}, entonces si el conjunto universal esU = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
tenemos que

A°=1{3,5,6,7,9,10} = A° — B = {6,10}
del mismo modo C'— A = {3,6,9} entonces

(A°— B)A(C — A) = {3,9,10}
it) En un diagrama de Venn ubicar (A — B)A(C — A°).

Solucién.- Primero notemos que AN C = () entonces tenemos que:

A OC Y

y como A— B =1{2,4,8} yC — A°=CnNA=1 entonces

(A— B)A(C — A% = A— B

por lo tanto:
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A Oc V

Ejemplo 28. Sean U = {1,2,3,...,10} y
A=1{2,4,6,810}, B=1{2,3,5,7}, C = {1,2,3,5,7}.
i) Hallar (B—A) —C.

Solucién.- Primero notemos que B — A = {3,5,7} entonces
(B-—A)-C=0
it) Hallar B — (A —C).
Solucién.- Primero notemos que A — C = {4,6,8,10} entonces
B—(A-C)=1{2,3,57)
Teorema 14. Si A, B son conjuntos, entonces
1. (A-B)NB=10
2. (A-B)UB=AUB
Demostracion. 1.

(A—=B)NB=(ANB)NB
AN(B°NB)=AnN0
0

(A-B)NB

(A-B)UB=(ANB°)UB
=(AUB)N(B°UB)=(AUuB)NU
(A-B)UB=(AUB)
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2.4. Producto Cartesiano

Dados los conjuntos Ay Bsia € Ay b € B el par ordenado de a y b se
define como

(a,0) = {a, {a,b}}

asi es evidente que si a,c € Ay b,d € B entonces
(a,b) =(c,d) < a=c AN b=d

Definicién 15. Dados los conjuntos A y B definimos el producto cartesiano
de A con B como el conjunto

AxB={(a,b): ac ANDbe B}
Ejemplo 29. Sean los conjuntos A = {a,b,c} y B ={1,2} entonces
1. Ax B={(a,1),(a,2),(b1),(b2),(c,1),(c,2)}
2. Bx A={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}

por supuesto (a,1) € A x B pero (a,1) & A x B.

AXB

Teorema 16. Si A =0 ¢ B =0 entonces A x B=B x A=0.
Ejemplo 30. Demostrar que

(AUB)xC=(AxC)U(BxC).
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Entonces
(a,c) € (Ax C)U (B x () a,c) € (AxC)V(a,c) e (BxC)
a€ANceC)V(ae BAce ()

< (
< (
S (a€eAVaeB)ANcel
< (
& (

a,c) € (AUB) xC
V(z,y): (r,y) e AxC)YU(Bx(O) < (x,y) € (AUB) x C.

2.5. Ejemplos

Ejemplo 31. Determinar los elementos de A, B y C sabiendo que:
AUB =/{a,b,ce, f,g,h}, ANC ={a,e, f}, BNC = ¢, f},
ANB={h,f}, AuC ={a,b,c,d,e, f, h},

Solucién.- Notemos que (AN B)N(ANC) = ANBNC = {f} entonces
podemos considerar el siguiente diagrama m de Venn:

Para determinar los elementos de A, podemos usa AU B, es decir falta ver
a donde pertenecen b y g.

be (AUB)N(AUC) =AU (BNC), luego como b ¢ BNC entonces b € A.
Del mismo modo g € AUB pero g € AUC luego g € A asi g € B. Haciendo
un andalisis similar podemos concluir que d € C' luego

/0

C
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Ejemplo 32. Si A =| —5,3], B = [2,5], C =] — 3,3[ son intervalos de la
recta determinar:

1. (AcUBCuU(CY)e.
2. [(A= BYUCI*A(ANBNC)

Solucién.- Notemos que

entonces

1. (A°UB°UC)=ANBNC =[2,3].

-5 -3 0 2 3 5
< S " — e
< 3 } o >

2. Como
(A= B)UCIPTAANBNC)=[CN(A°UB)|IA(ANBNC)

entonces tenemos que:

-5 3 0 2 3 5
P — . o——_——= >
< a 1 o >

asi C' N (A°UB) =] —3,3[N{] — 00, =5] U [3,00[U[2, 5]} = [2, 3] luego
[C—(A°UB)IA(ANBNC) =[2,3[A2,3[=

=

Ejemplo 33. Simplificar
[(A-B)U(B°—A)]-B

veamos

[(A—B°)U(B°— A)]—-B (AN (B%)°)U(B°N A°)| N B¢ Dif. de conj.
[(A N B)N B U[(B“N A°) N B Distr.

[A (B N B U[A°N (BN B°)| Idemp. Teo.
[ANQ]U (B N A°) Teo.

DU (BN A) Teo.

Ben A Teo.
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Ejemplo 34. Demostrar que (AUB) —C =(A—-C)U (B —C)

Demostracion. Vamos a usar las propiedades de los conjuntos.

(AUB)-C=(AuB)NnC*
(ANCHU(BNCY)
=(A-C)Uu(B-20)

Ejemplo 35. Demostrar que A — B = () si y solo si A C B.

Demostracion. =) Por la P.13 sabemos que (A — B) U (AN B) = A, si
A — B = () entonces AN B = A luego si a € A entonces a € B por lo
tanto A C B.

<) Si A C B como B¢ C B¢ por el T.10 tenemos

A-B=ANB°CBNB°={

asi A — B = ().

Ejemplo 36. Demostrar que AANB = () si y solo si A= B

Demostracion. Supongamos que AAB = () siy solosi (A—B)U(B—A) =10
esto ocurre si y solosi A— B=0y B—A =10, por el ejemplo 35 esto es
equivalente a A C By B C A es decir A = B. O

Ejemplo 37. Demostrar que A— (B —C)=(A—B)U(ANCQC).

A—(B-C) = An(BnNnC9e Dif. de conj.
= AN [BC U (CC)C} L.M.
AN (B°UC) L.D.N.

(ANB)U(ANnC) P.D.
(A—B)U(ANC) Dif. de conj.
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Ejemplo 38. Simplificar:

{[(A° = B)U (B — A)|°N[AA(A°U B)|}A(B — A)°

Solucion.- Notemos que si:

{[(A° = B)U (B — Ac)]jﬁ [AA(AU B)Cl}A(B — A)°

.

(@) (i1)

simplificando (1):

[(A° = B)U (B = A9)|° = [(A“n BY) U (BN A)[
=[B°N(A°UA)]°
= [B°NUJ°
=B
en (i1)

AN(A°U B) = AA(AN B°)
=[A-(ANBI)U[(ANB°) - A]
=[AN(ANB)|U[(AN B N A9
=[AN(A°UB)]U[(AN A°) N B
= (AnB)U[PN B

=(ANB)UD

=ANDB

57

(2.6)
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reemplazando estos en (2.6) tenemos :

{[(A° = B)U (B° — A N [AA(A°U B} A(B — A)° = [BN (AN B)JA(B N A9

- I
v~

(@) (i)

= (AN B)A(B°U A)

[(ANB)— (B°UA)

[(ANB)N(B°UA)]

— [(ANB) N (BN A°)]
(AN A°)N (BN B)]

U[(B°UA) - (AN B)]
U[(B°UA)N (AN B)]
u
U

[(B°UA) N (AU BY)]
[B°U (AN A9

=[0n (BN B)]U[B U]
=puU B
B¢

Ejercicios

1. SiU ={1,2,3,...,10} y A={1,3,5,6}, B=1{3,6,9,10}, C = {3,4,5,6, }
determinar los elementos de los siguientes conjuntos:

a) AN (B - 0).
b) C — (B — A).
¢) (C-B)-A
d) (A°— B)nce.

2. Con los conjuntos del ejemplo anterior determinar si

a) ANB°C B.
b) (C—-B)*CANB
3. Si A=(2,4], B=10,2], C =[1,00) son intervalos de la recta determi-
nar
a) A°— B
b) AU(BNC)°
c) B—(CUA°).
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4. Simplificar las siguientes expresiones

a

) (AUB) — (BU A)

b) ACA(B — A%

¢) [(A=(B—-B))UA]*—(A-B)
) |

d) [A— (BUO)*N[(A— BN (B — A9

2.6. Cardinalidad de Conjuntos

Dado un conjunto finito A diremos que el cardinal de A es
n(A) = N°de elementos de A

asi por ejemplo:

1. Si A={a,b,c, e, g, h} entonces n(A) = 6.

2. n(@) = 0.

3. Si B={0,{0}} entonces n(B) = 2.
Definicién 17. Si A y B son conjuntos tales que

ANB=10
diremos que son conjuntos disjuntos.
Enunciaremos la siguiente propiedad que aceptaremos sin demostracion:
Teorema 18. Si A y B son conjuntos finitos y disjuntos, entonces
n(AU B) = n(4) + n(B) (2.7)

Ejemplo 39. Dados A = {1,3,5,7}, B ={2,4,6,8,10}, C ={2,3,5,7,11,13}

tenemos que

n(A) =4, n(B) =5 n(C)=6
n(AUB) =n(A) +n(B) pues son disjuntos

ademds n(A) +n(C) # n(AU B) pues no son disjuntos.
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Proposicion 19. Sea A y B conjuntos finitos entonces
n(A) =n(A— B)+n(AN B)

Demostracion. Basta recordar que por la Proposicién 13 tenemos que (A —
B)N(ANB)=0y A= (A—B)U(ANB) luego por el Teorema 2.7 tenemos
que

n(A) =n((A—B)U(ANB)) =n(A—-B)+n(ANB)

Teorema 20. Sea A y B conjuntos finitos entonces
n(ANB) =n(A)+n(B) —n(ANB)

Demostracion. Por el Teorema 14, A — B y B son conjuntos disjuntos,
ademds (A — B)UB = AU B ast:

(AU B) = n(A - B) +n(B)

Ejemplo 40. Demuestre que:
n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

Solucion.- Por el ejercicio anterior tenemos que:

nAUBUC)=n(AUB)+n(C)—n[(AUB)NC]

n(B) = n(AN B) +n(C) —=n[(ANC) U (AN B)]
n(B) +n(C) —n(AN B)
CY+n(AnB)—n[(AnC)N (AN B)]]

" n(B) +n(C) —n(AN B)
—n(ANC)—n(ANB)+n(ANCNB)
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Ejemplo 41. Demuestre que: n(AAB) = n(A) +n(B) — 2n(AN B).
Solucién.- Como AAB = (A—B)U(B—A) y (A—B)N(B—A) =1

entonces

n(AAB) = n(A— B) +n(B — A)
por el ejercicio 13 tenemos que:
n(AAB) =n(A—B)+n(B— A)

7
n(A) —=n(AN B) +n(B) —n(AN B)
n(A) +n(B) —2n(AN B)

2.7. Problemas

Problema 1. Una encuesta realizada a un grupo de empleados revelo que
1. 277 tenian casa propia. 233 automovil. 405 televisor.
2. 165, automouvil y televisor. 120 automdvil y casa. 190 casa y televisor.
3. 105 tenian casa, automovil y televisor.

Determinar

a) ;Cudntas personas fueron encuestadas?

b) ;Cuantas personas tienen solamente casa y televisor?

c) ¢Cudntas personas tienen solamente casa propia?

Solucion 1. Sea C el conjunto de las personas que tienen casa propia, A
el de las personas que tienen automouvil y T el de las que tienen televisor.
entonces sabemos que:

n(C) =277, n(A) = 233, n(T) = 405, ademds
(ANT) =165, n(ANC) =120, n(CNT)=190, n(CNANT)=105.

En términos de diagramas de Venn tenemos:
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A C

a) Recordemos que

n(AUTUC) = n(A)+n(T)+n(C)—n(ANT)—n(ANC)—n(TNC)+n(ANTNC)

entonces

n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C) —nANB) —n(ANC) —n(BNC)
+n(ANBNC)
=233+ 405+ 277 — 165 — 120 — 190 + 105
=545

b) n((CNT)—(CNANT)) =? para esto basta ver que como CNANTNC C
C NT entonces:

n((CNT)—(CNANT))=n(CNT)—n(CNANT)=190—105 = 85

Observaciéon 7. Si A y B son dos conjuntos, entonces podemos represen-
tarlos en diagramas de Venn:

En el diagrama de Venn podemos identificar algunos conjuntos como ser
ANB, A— B, B—A,(AUB)°. Es claro que cada uno de estos es disjunto
de los demds. Entonces en el diagrama de Venn podemos identificar:

n(ANB)=a,n(A—B)=b,nB—A)=cn[(AUB)9)] =d
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al

d

asi es claro que
nAUB)=a+b+c¢, n(A)=a+b

Con esta forma de utilizar los diagramas de Venn podemos resolver de manera
mas clara y simple varios problemas. En el ejemplo anterior podemos hacer

entonces sabemos que:

(b+c+e+ f = 277
a+b+d+e = 233
d+e+f+g = 405

. d+e = 165 (2.8)
b+e = 120
e+ f = 190
e = 105

\

entonces queremos determinar
a) a+b+c+d+e+ f+g. El cardinal de AUCUT

b) f. El cardinal de n((CNT)—(CNANT))
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¢) c. El cardinal de C' — (AUT).

Entonces como e = 105 es claro que b = 120 — 105 = 15, ¢ = 277 —
b—(e+ f)=277—15—-190 = 72 ademds a = 233 —b— (d+e) =
233 —15—165 =53 entoncesa+b+c+d+e+ f+g=53+15+T72+
(d+e+ f+g) =555

Ejemplo 42. Segin una encuesta: Toman Coca Cola y Pepsi 1/3 de los que
solo toman Pepsi y 1/2 de los que toman Coca Cola . Toman otras bebidas
diferentes tantos como los que toman solo una de las mencionadas. Si el
numero de encuestados es 495 ;Cudntos toman solo Pepsi o solo Coca Cola?
Solucion.- Consideremos el siguiente diagrama de Venn:

C P B

Donde C' es el conjunto de las personas que consumen Coca Cola, P es el
conjunto de las personas que consumen Pepsi y B es el conjunto de todas las
personas que fueron encuestadas. Asi tenemos que:
po © . a+b
3 2
Queremos determinar a + c.

De la sequnda igualdad se tiene que a = b y de las dos ultimas se tiene que
a + 2d = 495 luego obtenemos el sistema:

,d=a+c, a+b+c+d=495

3a = c
a + ¢ = d
a + 2d = 495

de la primera y sequnda tenemos que 4a = d, y reemplazando esto en la
ultima tenemos

9a =495 = a=b=2>55
luego ¢ = 165 por lo tanto

n|(PUC)—(PNC)| =a+c=120.
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Ejercicios

1. El cajero de una panaderia presenta un reporte con la finalidad de
justificar su continuacién en el puesto. Le dijo al propietario: de los
500 clientes que tuvimos el dia de ayer 281 compraron pan francés, 196
compraron pan francés y tolete, 87 compraron pan integral y tolete,
143 francés e integral, 36 personas compraron los tres tipos de panes.
Le despidieron. ;jPorqué?

2. 13. Una mesera tomo una orden de 38 hamburguesas: 18 con cebolla, 23
con mostaza y 29 con salsa de tomate. De estas, 3 tenian solo mostaza
y 8 solo salsa; 9 de las hamburguesas tenian solo mostaza y salsa y 5
los 3 ingredientes. Realice un diagrama de Venn y responda:
a) {Cudntas hamburguesas llevan cebolla y salsa solamente?
b) ;Cudntas solo llevan cebolla?
¢) Cuantas hamburguesas solo llevan cebolla y mostaza?
3. En la secretaria de una Unidad Educativa, se dispone de la siguiente
informacion sobre 60 estudiantes: 20 estudian Quimica, 25 Historia, 15

Francés y Quimica, 20 Historia y Francés, 5 Quimica e Historia, 18
Francés, Quimica e Historia. Determina el niimero de alumnos que:

a) Estudian francés.

b

)
) Estudian solo francés.
¢) Estudian Quimica pero no Historia.
)
)

d

e

Estudian francés pero no Quimica.

No estudian Quimica.

4. En cierta competencia, todos los alumnos gustan de Algebra, algunos
de Fisica y otros de Quimica. ;Si 30 gustan de Algebra y Fisica, y 45
de quimica o Algebra, cuantos no gustan de Fisica?.

5. Para estudiar la calidad de un producto se consideran tres tipos de
defectos: A, B y C; como los mas importantes. Se analizaron 18 pro-
ductos con los siguientes resultados:7 productos tienen el defecto A, 9
productos tienen el defecto B, 11 productos el defecto C', 9 productos
tienen exactamente un solo tipo de defecto, 4 productos tiene los tres
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tipos de defectos, y el resto de los productos no presentan ningin tipo
de defectos. Determinar:

a) {Cudntos productos tienen exactamente dos tipos de defectos? .

b) ;Cuantos productos no tienen defectos?.

. Un ingeniero que dirige la construccién de un edificio de tres plantas,

distribuye el personal de la siguiente manera: 10trabajan en la primera
planta, 14 en la tercera planta, 8 en la primera y segunda planta, 8 en la
primera y tercera planta, 7 trabajan en las tres plantas. Si 6 trabajan
en una sola planta y 4 en dos plantas a la vez pero no en las tres,
cuantos trabajan:

a) En la primera y segunda, pero no en la tercera.

b)

c) Unicamente en la primera.
)

d

En la segunda o tercera pero no en la primera.

Cuéntos trabajan en total.

. En una encuesta a 45 estudiantes se halla que 13 se comportan bien,

16 son inteligentes, 18 son habladores. 7 son habladores e inteligentes,
7 se comportan bien y no son inteligentes, 6 se comportan bien y no
son habladores, 4 se comportan bien y son habladores pero no son
inteligentes. ;Cuédntos de los encuestados no se comportan bien, son
habladores y no son inteligentes?

. Una agencia de autos vendié durante un ano 30 unidades con las sigu-

ientes caracteristicas: 10 tenia transmision automatica, 20 tenia clima,
6 tenia transmisién automética y clima, 2 tenia transmision automatica
pero no tenia ni clima ni auto estéreo, 3 tenia transmision automatica
y clima pero no tenia auto estéreo, 3 no tenia ninguna de las tres car-
acteristicas mencionadas, 11 tenia clima y auto estéreo. ;Cuantas de
estas unidades tenia auto estéreo?

. En una fabrica de 47 empleados hay: 25 varones, 14 casadas, 27 técnicos

(varones y mujeres), 8 técnicos casados, 7 técnicos varones casados, 14
varones casados, 13 técnicos varones.

a) (Cudntas mujeres no casadas trabajan?.
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b) ;Cudntas mujeres técnicas trabajan?.
¢) ¢Cuantas mujeres casadas trabajan?.

d) ;Cuéntas trabajadoras hay en total?.

67
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Capitulo 3

Numeros Naturales y Enteros

3.1. Induccién Matematica
Existen proposiciones generales y particulares por ejemplo:
1. Todos los ciudadanos Bolivianos tienen derecho a la educacién.
2. Todo multiplo de seis es un ntimero par.
son proposiciones generales. Ejemplos de proposiciones particulares son:
1. Juan tiene derecho a la educacion.
2. El 12 es un nimero par.

el paso de proposiciones generales a particulares se denomina deduccion, por
ejemplo:

1. Todos los ciudadanos Bolivianos tienen derecho a la educacion.
2. Juan es Boliviano.
3. Por lo tanto: Juan tiene derecho a la educacién.

El paso de proposiciones particulares a generales se denomina induccion. Esta
puede llevar a conclusiones falsas o verdaderas. Veamos un ejemplo:

69
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Ejemplo 43. L. Euler estudid el trinomio p(x) = x* + x + 41 veamos que:

p(0) = 41, es un nidmero primo.
p(1) = 43, es un nimero primo.
p(2) = 47, es un nidmero primo.
p(3) = 53, esun nimero primo.
p(4) = 61, esun ndmero primo.
p(b) = 71, es un nimero primo....

podemos decir que: si evaluamos p(z) = x> +x+41 enn € N obtendremos un
nimero primo?. Basta calcular p(41) para darnos cuenta que esta afirmacion
es falsa.

A diferencia de la nocién de ‘induccién” usual en matematica necesitamos
un procedimiento que de certeza a nuestras afirmaciones.

3.1.1. Principio de Inducciéon Matematica

El Principio de Induccién Matematica es una propiedad de los ntimero natu-
rales que nos da un procedimiento para verificar si una propiedad de niimeros
naturales es verdadera. Esta se enuncia del siguiente modo:

Dado un conjunto A C N si:

Base de Induccién: 1 € A.
Paso de Induccién Sik € Aentoncesk+1€ A
entonces A = N.

Observacién 8. Analicemos el P.I. Primero notemos que por la Base de
Induccion: 1 € A.
Aplicando el Paso de induccion varias veces tenemos :

leA=1+1=2€cA
2eA=142=3€A
3eA=>14+3=4€c A
4eA=>14+4=5€A, ..
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es decir
{1,2,3,4,...} C A

el P.I. nos garantiza que A = N. Es decir con el Paso de Induccion recorremos
a todos los numeros naturales sin excepcion.

Si el conjunto lo escribimos de la forma A = {n € N : P(n)} entonces lo
anterior se puede expresar de la siguiente forma:
Dada un propiedad de nimeros naturales P(n) tal que:

1. P(1) es verdad.

2. Si P(k) es verdad entonces P(n+ 1) es verdad.

-~ ~~

H.I. T.I.

entonces la propiedad P(n) es verdad para todo n € N.

La primera parte se denomina Base de Induccion (B.1.). El antecedente de
la segunda parte es la Hipdtesis de induccion (H.1.) y el consecuente Tesis
de Induccion (T.1.).

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 44. Demostraremos que:

n(n+1
1+2+3—|—---+n:%, vn eN
para demostrar que esta propiedad es verdadera sequiremos los siquientes

Pasos:

Paso 1. Formulamos de forma adecuada y precisa la propiedad que queremos
demostrar:

1
P(n) 1+2+3+...+n:@

Paso 2. Realizamos la base de induccion, es decir verificamos que la propiedad
es verdadera para n = 1.

1(1+1)

P1): 1= 5

es verdad
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Es conveniente verificar la propiedad para algunos valores a fin de fa-
maliarizarnos con la misma.

2(241)

P(2): 1+2= es Verdad.

3(3+1)

P3): 14+2+43= es Verdad.

Paso 3. Formulamos la Hipdtesis de Induccion: Supongamos que

P(k) : 1+2+3+~-~+k:@ (H.I.)

Paso 4. Demostramos la Tesis de Induccion : Es decir ahora nuestro obje-
tivo es demostrar que:

P(k+1): 1+2+3+~-~+(l€+1):w

teniendo a mano la Hipotesis de induccion, veamos:

es verdad

1+243+--+(k+1)=14+2+34---+k+(k+1)
HI.
1
=@+(k+l), Por la H.I.
k
= (k+1)[5 +1]
(k+1)(k+2)

1+2+43+--+(k+1) =

asi hemos demostrado que P(k + 1) es verdad por lo tanto por el P.I.

1
1+2+3+~-~+n:%, Vn € N
Veamos un ejemplo mas:

Ejemplo 45. Demostrar que la suma de los cuadrados de los n primeros
numeros naturales es

nn+1)2n+1)
6

Como antes, vamos a aplicar el principio de induccion:
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Paso 1. Formulamos de forma adecuada y precisa la propiedad que queremos
demostrar:
n(n+1)(2n+1)

Pn): 1P4+2°4+3+...+n’= c

Paso 2. Realizamos la base de induccion, es decir verificamos que la propiedad
es verdadera para n = 1.

1-(1+1)(2-1+1)
6 ;
2-24+1)(2-241)
6

P(1): 1*= es verdad, ademds:

P(2): 17+2*= es Verdad.

Paso 3. Formulamos la H.I.: Supongamos que

k(k + 1)(2k + 1)
6

Pk)y: 1P+22+3+-- +k*=

Paso 4. Demostramos la Tesis de Induccion:

s _ (b4 1)(k+2)(2k +3)
6

P(k+1) . 12422432+ - 1 (k+1) es verdad

Para esto veamos que:

P+22 434+ (k+1)°=14+224+3+ -+ B2 +(k+ 1)
HI.
k(k + 1)(2k + 1)

= 5 + (k+1)?, Por la H.1.

k(2K + 1) + 6(k + 1)
6

=(k+1)

[9k2 + Tk + 6
6

,  (k+1)(k+2)(2k +3)

N 6

=(k+1)

422432+ 4 (k+1)

ast hemos demostrado que P(k + 1) es verdad por lo tanto por el P.I.

2 _ n(n+1)(2n+1)

5 , Vn e N

12422432+ 4n
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3.1.2. Ejercicios
1. Demostrar que

1 n N n 1 _n
1-2 2.3 n-(n+1) n+l

2. Demostrar que

n(n+1)(n+2)
3

1-242-343-44---+n(n+1)=

3. Demostrar que
2 12
13_‘_23_‘_33_‘_...4_713:%

Principio de Induccién Modificado.

Una forma conveniente de expresar el P.I. es la siguiente: Dado un conjunto
ACNsim e Z:

Base de Induccién: m € A.
Paso de Induccién Sik € Aentoncesk+1€ A
entonces {m,m+1,m+2,...} C A.

Observacién 9. Notemos que por la Base de Induccion: m € A. Aplicando
el Paso de induccion varias veces tenemos :

meA=m+1e€A
m+leA=m+2€A
m+2€A=m+3€A
m+3€A=>m+4cA, ..

el principio de induccion nos garantiza que {m,m + 1,m+ 2,...} C A, es
decir que todos los numero enteros mayores o iguales a m estdn en A.

Aplicamos esto para probar:
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Ejemplo 46. Vamos a demostrar que

T4r+r’+ 41" =—)

1— n+1
! Vn >0
1—7r

notemos que r° = 1,entonces la propiedad que queremos demostrar es:

1—’/“n+1
Pn): l14r+r4-+r"=——
1—r
veamos que:
P(0) : ro—l—l_r es V.
S P '
1 — 2
Pl): 1+r= T, es V.
1—r
1— 3
P2): 1+r+7r°= T, es V.
1—r
pues
1—r3:(1—r)(1+7“+r2):1_“6_‘_7’2‘
1—r 1—r
Supongamos que la propiedad es verdadera para n = k es decir
1_,rn+1
P(k): 1+r+r2+---+r":17, es V.
—r
vamos a demostrar que
1_,,,k+2
Plk+1): 14r+ri4-grfl="" s V.

veamos:

Lr+r24. 4

1—7r 7

=14r+r2 44t rt

H.I
1 — phktl pr | 1— Rl 4 (1 — )kttt
1—r 1—r
1— Tk+l + Tk-i—l _ Tk+2
1—r
k-+2

1—r
1—r

75
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por lo tanto P(k + 1) es V. Asi por el P.L

1 — ,,,n—i-l

1+r+ﬁ+~~+r”——Tj7n vn = 0.

Muchas veces se quiere demostrar que una propiedad es verdadera para todo
numero natural n > m, estas propiedades se las puede demostrar realizando
la Base de induccién a partir de m.

Ejemplo 47. ;Para que valores de n € N se cumple:
2">2n+17
realicemos algunos cdlculos:

Sin=1=2'>2.141 esF.
Sin=2=22>2.24+1 esF
Sin=3=22>2-34+1 esV.
Sin=4=2">2.44+1 esV.
Sin=5=2">2.-541 esV.

al parecer la propiedad es verdadera st n > 3. Para garantizar esto vamos a
usar el P.I. a partir de n = 3.

Paso 1. La propiedad que queremos demostrar es: P(n): 2" > 2n+ 1.
Paso 2. Es claro que P(3): 2°>2-3+1es V.

Paso 3. Supongamos que

P(k): 28 >2k+1, es verdad,

Paso 3. Vamos a demostrar que P(k+1) :  25+1) > 2(k4+1)+1, es Verdad.

Es claro que
2k > 2
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entonces sumando esto y 28 > 2k + 1 tenemos:

2F 4 2F 2 42k +1
2-2F>2(k+1)+1
2+ ok 4+ 1) + 1

Asi P(k + 1) es verdad, luego por el P.1.
2" > 2n+ 1 es verdad ¥Yn > 3.

Ejemplo 48. ;Para que valores de n € N se cumple:
2" > n? 7
realicemos algunos calculos:

Sin=1=2'">1% es V.
Sin=2=22>2% esF
Sin=3=2">3% esF
Sin=4=2'>4% esF
Sin=5=2">5" esV.
Sin=6=2>62 esV.
Sin=T7T=2">T7 esV.

al parecer la propiedad es verdadera si n > 5. Para garantizar esto vamos a
usar el P.I. a partir de n = 5.

Paso 1. La propiedad que queremos demostrar es: P(n): 2" > n?.
Paso 2. FEs claro que P(5): 25> 2% es V.
Paso 3. Supongamos que

Pk): 28>k es Verdad
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Paso 4. Vamos a demostrar que P(k+1): 20+D > (k4+1)2,  es Verdad.
Vamos a usar el ejemplo anterior, es decir: 28 > 2k+1 entonces suman-
do a la H.I. miembro a miembro tenemos:

oF 4 oF S k2 4 ok +1
2.2 Sk2 42k 4+ 1
2+ > (K +1)?

Por lo tanto 2™ > (n)? para todo n > 5.

3.1.3. Ejercios

1. Demostrar que si @« > —1, a # 0 y n > 1 entonces

14+ a)">1+na [Desigualdad de Bernoulli]

2. Demostrar que: Vn > 3: 2" > nl.

Ejemplo 49. Demostrar que

sin(2"a
cos a cos(2a) cos(4ar) - - -cos(2"a) = Q"J(Flisina)
veamos la demostracion:
La propiedad que vamos a considerar es:
sin(2" o)
Pn): 2 4ar) - - - ") = ——=
(n): cosa cos(2a) cos(4a) - - - cos(2"a) S s

La propiedad es verdadera para n = 0 pues:

sin(a + o) =sinacosa +sinacosa  entonces

sin(2av)

2sin «

Cos o =

Ahora supongamos que la propiedad es verdad para k, es decir:

P(k): cosa cos(2a) cos(4a) - - - cos(2a) = 2k+1 gin o
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entonces consideremos:

(k41
cos a cos(2a) cos(4a) - - ~COS(2kaZCOS(2k+1O¢) = % cos(2" )
I ——
B 1 sin(2 - 2 laq)
"~ 2Ftlging 2
 sin(2Ma)
- 2 2gina

pues sin(260) = 2sin@ cos@. Por lo tanto P(k + 1) es verdad, asi por el P.I.

: 2n+1
cos a cos(2ar) cos(4ar) - - -cos(2"a) = SQHIJ(A%O&) Vn > 0.
nrhsin o

Ejercicios
1. Demuestre por inducciéon que

P+3+5++(2n—-1)0>=n’

2. Demuestre por induccion que

20+21+23++2n—1:2n_1

3. Demuestre por induccién que

P+3+5 4+ +(2n-1)7%=n?2n*-1)

4. Muestre que para todo n > 10

n®>—n

o<
" 12

5. Muestre que para todo n > 3

n!l > 2"
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6. Muestre que para todo n > 4

n? < 2n

7. Muestre que para todo n > 4

nd < 2n

8. Considere las siguientes ecuaciones

1=1
24+3+4=1+8
S+6+T7+8+9=8+27
10+114+124+13+14+ 15+ 16 =27+ 64

conjeture una la formula general sugerida por estas y demuéstrelas.

9. Considere las siguiente ecuaciones:

1240%=1% 32442 =5 52+12%=13%
724242 =252, 92 +40% =412, 11% +60% = 61%

conjeture una la férmula general sugerida por estas y demuéstrelas.

10. Si sin € # 0 demuestre que para cada n € N se tiene que:

a)

(cos 0)(cos 260)(cos 40)(cos 80) - - - [cos(2"710)] = 821;1(821;99)

in 2nf
cos + cos 30 + cos 50 + - - - 4 cos(2n — 1)0 = sm' "
2sind
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3.2. Notacion de Sumatoria

Dados aq, as, ..., a, € R vamos a definir:

Za’i:am+a’m+l+"'+an

i=m

la suma de n elementos. Se denomina sumatoria de los a;’s desde que ¢ vale
1 hasta n.

Ejemplo 50.

2 —i=(2'=1)+ (22 —2)+ (2 =3) + (2" —4) + (2° — 5) =47

20— i =(2"=3)+ (2" —4)+(2°-5) =44

. .
Il (S )
w —

De lo visto en la anterior seccion se tiene por ejemplo que:

Zi: n(n+ 1)
; 2
ZQ n+1)(2n+1)

Zs ”+1)

1 _n

—~ n(n+1) Cn+1
n ) 1— n+1
Zrl— ! , r#1
— 1—r

Algunas propiedades evidentes son las siguientes:

Proposicion 21. Sean a,b € N y n > 0 un entero, entonces:
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150 a; = Z?:m aj.
2. Yt bi=300 ai+ >0 b
8y CkG;=Cl Yy
4 doie tZgr Zg r D it Qi
Demostracion. Todas estas se pueden probar por induccién, veamos:

4. Vamos a usar induccion sobre n. Supongamos que n = t entonces:

supongamos que

1=t j=r Jj=r 1=t
y consideremos:
k+1 m m m
)I)IITES 3) SIRS prs
i=t j=r i=t j=r J=r
m k m
= E E aij | + E A(k+1);
j=r 1=t j:T

por el principio de induccién la propiedad es verdadera Vn >t O
Ejemplo 51. Calcular la suma de los n primeros términos de

k*—k

5 — 3k

Qp =
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vamos a aplicar la proposicion anterior:

k=1 k=1
=25 25" Z 3
k=1 k=1 k=1
iy
2 2
k=1 k=1 k=1
Inn+1)2n+1) 1n(n+1) 5 (n+1)
2 6 2 2 2
_ n(n+1)(n—10)
Proposicién 22 (Cambio de Variable).
n n—r+k
S a=Y
i=r i=k
Demostracion. Basta hacer i = j +r — k. O
Ejercicios
1. Calcular
7 7
do1-2i, ) (-1 —i
=2 n=2

2. Determinar una férmula para
a) Dy 1—20°
b) Z?:o 27 —4
¢) i 47 =7

3. Suponga que a;; = i — j2 verificar que:

D)L 9 918

i=1 j=2 j=2 i=1
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4. Usando la férmula de cambio de variable muestre que:

n+1
1

"1 1
2:02i 22—: Iz

5. Usando la formula de cambio de variable muestre que:

n n+2

1 2 1
2+Z§— 53=1"5

i=1 7=3
6. Exprese lo siguiente usando la notaciéon de sumatoria.

a) 1+i+4+ 4+
b) 1+4+9+ 164 25+ 36 + 49
c) P —-284+33 43453 -6+ 73

3.3. Binomio de Newton

Es facil verificar:

a+0b)? = a®+ 3a%b + 3ab® + 1*

(a+0)

(a+b)*> =a® + +2ab + b

(a+b)

(a+b)* = a" + 4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*

Podemos formular una regla general para (a + b)"? Para abordar este prob-
lema con propiedad vamos a ver un par de conceptos previos.

3.3.1. Coeficientes Binomiales

Dado n > 0 entero definimos el factorial de n como:

ol=1
nl=n-(n—-1)", sin>0.
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por lo tanto es claro que

N=1,21=23=6,..,
nl=1.2.-3----(n—1)-n

Definicién 23. Dadosn, k > 0 enteros tale que k < n, el coeficiente binomial

se define:
n n!
(k:) T kK (n—k) (3-1)

Ejemplo 52.

El coeficiente binomial tiene una interpretacién muy importante en términos
del conteo, veremos esto con mas detalle mas adelante. Ademé&s se puede
mostrar que siempre es un nimero natural.

Teorema 24. Dados n > k entero no negativos entonces:

()
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Demostracion. 2.

no\ n! ~_n-(n—1)!
(n—l) S n=D'n—(mn-1)) (n—1'1

n n n! n!
<k—1>+<é>:(k—nun—k+1ﬂ+kun—kﬂ
B k- nl nl-(n—Fk+1)
T =D (k) =R M=k =kt D)
k- n! nl-(n—k+1)
Hin—k+ 1) Bntrl—h)
_k-nl+nl-((n+1) k)
T (1) k)
_k-nl+nl-(n+1)—nl-k
K((n+1)— k)

B (n+1)! _(n+1
_m«n+n—kﬂ_< k)

Observaciéon 10. Del teorema es facil determinar que:

()= () =r ()= ()=

Proposicion 25. Demostrar que:

) Qe () e G) e o

Demostracion. Vamos a usar induccion, la propiedad es verdadera para n =

0, 1. Supongamos que:
k
>(7) -2
1

1=0
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entonces

()= (5)2 ()G

+1, por (4) de T.30

I

[a—

+

x
|

/—; S
N——

_|._
-
7~ N
. RN
N———

_|_

=

=

o

(@)

@

=

@)

n

~

|

<

_|_

—_

por el principio de induccién la ecuacién (4.2) esta probada. O

Ejercicios

1. Calcular 5!, 7!, &

4!

2. Calcular: (;‘), (5),

D G ()

(2:) * <n2f 1) - %(2::—r12>
(") = ()

3. Demostrar que

4. Demuestre que
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3.3.2. Teorema del Binomio de Newton

Vamos a usar los resultados anteriores para probar:

Teorema 26 (Binomio de Newton). Dado a,b € R entonces para todo
n > 0 se tiene que:

(a+b)" = zn: (Z‘) A" b (3.3)

i=0
Demostracion.
L (k
(a+b)ft = (a+b)"-(a+b) = [Z ( .)ak_i b'| - (a+b)
N—— - )
HI. =0
k k
_ k k—i+1 74 k k—i gi+1
=3 (D)aie o (D)
=0 =0
k k—1
_  ktl k—i+1 pi k=i pitl | ph+l
z:] j:\ir-i-l
koL k
Qb Z ( .)ak—j—i-l X Z ( ' )ak—j—i-l b1 ptl
=1 = vl
"k k
abtt 4 Z ( ) + ( ) a0 pi 4 phtl
= |\ Jg—=1
7.30
" (k+1
T Z ( + )a(k+1)—3 Y o4 phtt
— J
j
k+1
E+1 .
a+b k+1 _ ( . ) a(k‘—i—l)—j 1Y
(a+1b) Z@ ;
‘7_
por el P.I. la propiedad esta demostrada. O

El tridangulo de Pascal nos proporciona una forma simple de calcular los
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coeficientes <
)

n) del binomio de Newton:

la n-ésima fila del triangulo se determina respecto de la fila anterior utilizando

() = 8 = (") o (")

El desarrollo del binomio (a + b)" tiene n + 1 términos, entonces podemos
enumerarlos del siguiente modo:

(a+0b)" = Ve (MYar o+ (M) ar ok (7 et (7)o
0 1 2 n—1 n
— -\ v —_——— ——

-~ ~~

To T T3 Th Thnt1

por lo tanto el término k-ésimo del binomio (a + b)" es:

Ty = (k " 1) a" TRk =0,1,..,n (3.4)

Ejemplo 53. Hallar la suma de los coeficientes de (1 + x)™.

Veamos que:
1 n — 1n—z (2 — Y]
(1+ ) Z (z) x ZZ:; <Z>x

1=0

haciendo x = 1 tenemos que

(1+1)":2":Zn: (’Z)

=0
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Ejemplo 54. Para el binomio:

3 1"
<8x — \/—273)

se sabe que el coeficiente binomial del tercer término es igual a 105. Encuentra
el término decimotercero.
Solucién.- Por la hipotesis del problema sabemos que (Z) = 105 es decir

n(n—1)

=1
5 05

resolviendo tenemos n = 15, por lo tanto

e (@)en (7m)

simplificando tenemos que
Ty3 = 3640 2

Ejemplo 55. Hallar el valor de x tal que el tercer termino del desarrollo

)

es igual a 240.
Solucion.- Notemos que

Ty = (2) [2@]4 { ‘ffﬂr — 240

entonces basta resolver: (1 —1)-2+4 (1 — 1) -2 = 2. Simplificando tenemos
que 2* —4x +4 =0 es decir x = 2.
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Ejercicios

1. Usando el Teorema del Binomio de Newton calcular:

a) (a—b)’
b) (a+b+c)?
c) (1—a)

16
2. Hallar el Ty del binomio <% — \/§> :

12
3. Determinar término del desarrollo de (%\/3 a’+ %ﬁ) que contiene a”.

4. Para el binomio

(- 7m)

se sabe que el coeficiente binomial del tercer término es igual a 105.
Encuentra el término decimotercero.

5. Para el binomio:

se sabe que los coeficientes binomicos de los términos cuarto y deci-
motercero son iguales. Encuentra el término que tiene z'°

1 n
(#+2)
T

se sabe que la suma de los coeficientes binémicos de los ultimos tres
términos es igual a 121. Encuentra el término que tiene z~'2.

6. Para el binomio:

7. Simplificar la expresion

10
a+1 _ a—1
Va2 —Ya+1 a—+a

y determinar el término del desarrollo que no contiene a.
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8. Determinar para que valores de z, la suma de los términos tercero y
quinto en el desarrollo de

=

es igual a 135, sabiendo que la suma de los coeficiente binomiales de
los ultimos tres términos es igual a 22.

9. ;Para que valor de n los coeficientes de binomiales de de los térmi-
nos segundo, tercero y cuarto del desarrollo de (1 4+ x)™ forman una
progresion aritmética?

10. Hallar el valor de x en la expresion

(ZL’ + xlogx> ’

de modo que su tercer término valga 1000000.

3.4. Divisibilidad

Definicién 27. Si a,b € Z diremos que "a divide a b”si existe k € 7 tal que
b=ka y escribiremos alb. Es decir:

alb < 3k € Z : b= ka.

Por ejemplo 3|6 pues existe k& = 2 tal que 6 = 2 - 3. Una propiedad muy
importante es:

Proposicién 28. Sean o, 3 € Z , sinla y n|b entonces
nlaa+ 5b.

Demostracion. Por hipotesis existen ki, ko € Z tale que a = kyn y b = kan
entonces:

aa+ 0b=a(kin)+ B (kan)
= (aki+ Bk)n
=kn
asi existe k = aky + B ko tal que ava + Bb = kn por lo tanto
nlaa+ 5b.
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Por ejemplo 5[10 y 5|15 entonces si tomamos o« = —2 y § = 3 entonces
(—2)10 + 3 - 15 = 25 y es claro que 5|25.

Ejemplo 56. Demostrar, utilizando el Principio de Induccion, que:
VneN: 3|7 —4"
La propiedad que vamos a estudiar es :
P(n): 37" —4".
es claro que P(1) : 3|7 — 4 es verdad, entonces supongamos que
P(k): 37" —4% eV
y vamos a demostrar que P(k + 1) es también verdad, veamos:

7k+1_4k+1:7k_7_‘_4k‘4
=TT —4- T 4.7 4k g
=T8T — 4) + 4(7" + 4%)
=73 44 (7" 4 4%
~—

H.I

Como 3|7% + 4% por la H. Ly 3|7% - 3 entonces por la P.28 tenemos que
3|7+ — gt
asi P(k+1) es V. Por el P.I. tenemos queN'n € N : 3|7 — 4™
Ejemplo 57. Demostrar, utilizando el Principio de Induccion, que:
VneN: (a+b)|a®t + 6L
Ejemplo 58. Demostrar, utilizando el Principio de Induccion, que:

VneN: 837" +7.
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Ejemplo 59. Demostrar, utilizando el Principio de Induccion, que:
Vn>0: 9n®+ (n+1)° + (n+2)%
La propiedad que vamos a estudiar es :
P(n): 9n*+ (n+1)°+ (n+2)>
es claro que P(1) : 9|9 es verdad, entonces supongamos que
Pk): 9K +(k+1P°+(k+2)° eV
y vamos a demostrar que P(k+ 1) es también verdad, veamos:
(k+ 1)+ (k+2)% + (k+3)* = 3k* + 18k* + 33k + 36
([k3 + 3k* 4 5k + 3] + [3k* + 6k + 9])
=3([k* + (k+1)° + (k + 2)%] + 3[k* + 2k + 3])
=3 ¥’ (k+1) (k +2)°] +9(k* + 2k + 3)

'

.

por HIL 9k> + (k+ 1)® + (k + 2)% y 9|9(k?* + 2k + 3) entonces por la P.28
tenemos que

9(k+1)°+ (k+2)°+ (k+3)°
asi P(k + 1) es V. Por el P.I. tenemos queNn > 0: P(n): 9|n®+ (n+
1)° + (n+2)°
Ejemplo 60. Demostrar, utilizando el Principio de Induccion, que:

Vn e N: 57|77+ 4 g2t

Ejercicios

1. Demostrar que 3 divide a 22" + 5.
Demostrar que 3 divide a 2271 4 1.
Demostrar que 64 divide a 72" + 16n — 1.
Demostrar que 6|n® + 11n para todo n.

Demostrar que 4" + 15n — 1 es divisible por 9.

AR AT e B

Demostrar que 3"*2[(10%" —1).



Capitulo 4

Binomio de Newton

4.1. Introduccion

Es facil verificar:

Podemos formular una regla general para (a + b)"? Para abordar este prob-
lema con propiedad vamos a ver un par de conceptos previos.

4.2. Coeficientes Binomiales

Dado n > 0 entero definimos el factorial de n como:

0l=1
nl=(n-1), sin>0.

por lo tanto es claro que

11=1,21=23=6, ...
nl=1.2.3----(n—1)-n

95
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Definicién 29. Dadosn, k > 0 enteros tale que k < n, el coeficiente binomial

se define:
n n!
(k;) T Kl (n—k) (4.1)

6\ o _6-5-4!_@_15
4) 4 (6—4)  4l-20 2

a4 a8
3/ 31(4-3) 311

El coeficiente binomial tiene una interpretacién muy importante en términos
del conteo, veremos esto con mas detalle mas adelante. Ademas se puede
mostrar que siempre es un nimero natural.

Ejemplo 61.

Teorema 30. Dados n > k entero no negativos entonces:

t ()

2 (1) =
*(0)=05)
)60 )

Demostracion. 2.
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(kﬁ1)+<z>:(k—UN?—k+1ﬂ+kwgikﬂ

B k- n! nl-(n—k+1)
R ED R IO
k- nl nl-(n—k+1)

K (n—k+D! T K (n+1—k)

_kenl+nl-((n+1) - k)
El((n+1) —k)!

_kenl4nl-(n+1)—nl-k

B E'((n+1)—k)!

B (n+1)! _(n+1
_k!((n+1)—k)!_< k )

Observaciéon 11. Del teorema es facil determinar que:
n\ _ (™) _q n _(n\
n) " \o) " \n-1) 1) "

4.3. Notacion de Sumatoria

Dados aq, as, ..., a, € R vamos a definir:

Za’i:a’m+am+l+"'+an

i=m

la suma de n elementos. Se denomina sumatoria de los a;’s desde que i vale
1 hasta n.
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Ejemplo 62.

2 —i=(2"-1)+(22=2)+ (2 =3) + (2" —4) + (2> = 5) =47

20— i =(2*-3)+ (2" —4)+(2°-5) =44

- <.
Il o |l )
w —

Algunas propiedades evidentes son las siguientes:
Proposiciéon 31. Sean a,b € N y n > 0 un entero, entonces:
1. E?:m a; = Z;L:m aj .
2.3 ai+bi =30 a;+y b
8.3 CkQ;=Cp Yy
Be Do D i = D, D i Wi
Demostracion. Todas estas se pueden probar por induccion, veamos:

4. Vamos a usar induccion sobre n. Supongamos que n = t entonces:

m

m
E atj:E aij, es V.
j=r

j=r

supongamos que

k m

1=t j=r Jj=r 1=t
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y consideremos:

k+1 m k. m m
DD = D i+ oy
=t j=r =t j=r j=r
m k m
= <Z Z aij) + Z A (k+1);
j=r i=t Jj=r

por el principio de induccién la propiedad es verdadera Vn >t
Ejemplo 63. Calcular la suma de los n primeros términos de

n®>—n
2

vamos a aplicar la proposicion anterior:

Zak_z’“ LI Z————Sk:
kz ig—isk
1
%ikz—%ik—BZk

1 (+1)(2n+1) 1n(n+1)

—3n

Ay —

n(n+1)

56_52_32

n(n+ 1)(n — 10)

Proposicién 32 (Cambio de Variable).

n—r—+k

n
E a; = E Ajir—k
=T j=k

99
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Demostracion. Basta hacer i = j +1r — k. O

Proposicion 33. Demostrar que:

) Qe l) e Q) o

Demostracion. Vamos a usar induccion, la propiedad es verdadera para n =
0, 1. Supongamos que:

entonces

() -5 B ) ()

+1, por (4) de T.30

™

|
[
+

/—g N
N———
_|_
-
RS
S
N——
+
=

=

o
(@]

[¢]
=
O
n
~.

I
.
+
—_

H.I. H.I
_ 2k + 2k 2k+1
por el principio de induccién la ecuacién (4.2) esta probada. O

4.4. Teorema del Binomio de Newton

Vamos a usar los resultados anteriores para probar:
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Teorema 34 (Binomio de Newton). Dado a,b € R entonces para todo
n > 0 se tiene que:

(a+0)" = i (’Z) a"=i b (4.3)

1=0 i=0
k L k—1 L
_ ak—i—l + Z <Z)ak—z+1 b+ (Z)ak—z bz+1 —l—ka
= . 2 )
1;,3 j=7+1
k L k
_ak+1+z<>ak ]+1bj+z< )ak—]+1b]+bk+l
B =1 -1
J J
k
= aFl 4 Z k +( k aF+1)=i i | e+l
J J—1
730
k
eSS <7€ ;L 1) QU+ D=3 pi 4 e

k+1
@+ b =3 <7€ + 1) a0 3

J=0

por el P.I. la propiedad esta demostrada. O

El tridangulo de Pascal nos proporciona una forma simple de calcular los
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coeficientes <
)

n) del binomio de Newton:

la n-ésima fila del tridngulo se determina respecto de la fila anterior utilizando

() o 8 = () = (")

El desarrollo del binomio (a + b)"™ tiene n + 1 términos, entonces podemos
enumerarlos del siguiente modo:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)" = <0>a +<1>a b+<2>a b+ -+ <n_1>ab +<n>b
\ / _/ N - — —— ‘~

' g

To T1 Tg Tn Tn +1

por lo tanto el término k-ésimo del binomio (a + b)" es:

T, = (k ﬁ 1) an R L k=0,1,...n (4.4)

Ejemplo 64. Hallar la suma de los coeficientes de (1 + z)™.

Veamos que:
(1+x)":zn: " 1”_ixi:zn: s
i —~ \i

1=0

haciendo x = 1 tenemos que

(1+1)":2":zn: (’Z)

1=0



Capitulo 5

Combinatoria

5.1. Introduccién

En el presente capitulo nos centraremos en el problema de conteo, es decir
aprenderemos a contar de manera ordenada, si bien en principio puede pare-
cer una tarea sencilla el problema se torna dificil si pretendemos contar, por
ejemplo, todas las formas en las que podemos pintar el mapa de Bolivia con
cinco distintos colores. Veremos que las técnicas para hacer esto son bastante
interesantes e introducen ideas muy profundas acerca de la estructura de los
nimeros naturales. El conteo no solo es de importancia en la Matemética
si no también en las probabilidades, la teoria de codigos, en el andlisis de
algoritmos, en la biologia, etc.

5.2. Regla del Producto.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 65. Queremos conocer el numero de divisores de 600.

Una primera idea seria encontrar todos los divisores positivos de 600, por
ejemplo 1,2,3,4,5,6,8,... con algo de paciencia encontraremos que tiene
24 divisores. Notemos que de esta manera no solo vamos verificando que
1,2,3,4, ... son divisores de 600 sino que en cada caso debemos descartar al
7,9,11, ... por supuesto esta tarea no es sencilla. Otra forma de abordar el
problema seria observar que

600 = 2% x 3 x 52

103
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y que todo divisor de 600 debe ser de la forma
2% x 3% x 57

Donde 0 <a <3, 0<<1y0<vy<2. Entonces resulta claro que para
cada posible eleccion de («, 3,7) como ser (1,0,2) existe un divisor de 600,
en este caso 2! x 3° x 52 = 50.

Asi podemos decir que el numero de divisores de 600 es 4 x 2 x 3 = 24.

0% 39x 50 =1, 2!x3"%x5°=2 22x3°x5°=4, 23x3°x5" =38

0% 3t x50=3, 2!x3'x5°=6, 22x3°x5' =15 23x3'x52=24
28 x 3t x 51 =30, 2! x32x5°=18, 22x3' x5 =60, 23x3!x5'=120

graficamente podemos ilustrar este proceso del siguiente modo:

0,0,) 0,1,)

(0,0,0) (0,0,1) (0,0,2) (0,1,0) (0,1,1) (0,1,2)

Para la primera casilla tenemos cuatro posibles elecciones (0,1,2,3 las posi-
bles potencias de 2) en el proceso de formar una terna, para la sequnda casilla
tenemos dos posibles elecciones (0,1 las posibles potencias de 3) y finalmente
para completar la terna tenemos tres posibilidades mads.

Este tipo de procesos en el cual separamos nuestra Tarea (de seleccionar una
terna) en varias etapas (tres en este caso) donde las etapas dependen entre
si se conoce como la regla del producto, para ser mas precisos diremos que:
Regla del Producto:
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St una tarea se puede descomponer en dos etapas y si existen m posibles
formas de realizar la primera etapa, y n posibles formas de realizar la
sequnda etapa, entonces el procedimiento total se puede realizar, de

m X n, formas.

ETAPA1 | ETAPAZ2

Acé es importante notar que los que se quiere es realizar una TAREA pero
para este fin la dividimos en dos etapas ETAPA 1 y ETAPA 2. Existe un
dependencia directa en la forma en la que se va a realizar cada etapa.

Ejemplo 66. ;Cuantos nimeros enteros tales que 0 < n < 100 hay que sean
pares?

Solucién.- Por supuesto los niumeros que estamos buscando pueden tener
uno o dos digitos por ejemplo queremos contar niumeros como: 2,4, 56, 54, 88
ademds se consideramos que 02 = 2, vamos a separar la tarea de contarlos
en dos etapas:

ETAPA 1: Seleccionar el primer digito (el de las decenas), esta etapa se la
puede realizar de 10 maneras distintas.

ETAPA 2: Seleccionar el sequndo digito. Como este debe ser par puede ser
elegido entre 0,2,4,6,8 asi hay cinco posibilidades.

E1| E2

Por el principio del producto tenemos que hay 10 x 5 = 50 nimeros con estas
caracteristicas.

Una forma conveniente de utilizar este principio se basa en la siguiente ob-
servacion:

Observaciéon 12. De manera mds general supongamos que queremos formar
listas de elementos de tamano k, de modo que el primer elemento pertenez-
ca al primer conjunto Ay, el sequndo al conjunto Ao, etc. es decir contamos
con k conjuntos A1, A, ..., A cada uno con ny,ne,...,n; elementos respecti-
vamente.
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E1 | E2 | ... Ek

Entonces, el nimero de listas que podemos formar serd por lo tanto
Ny XNg X+ XN
esto precisamente por la regla del producto.

Ejemplo 67. Consideramos como palabra cualquier configuracion de conso-
nantes y vocales por ejemplo AAA, ABB,CBS,...) entonces:

a) ;Cudntas palabras de tres letras se pueden formar con las consonantes B,
C, D y las cinco vocales?

b) Y cuantas de modo que cada palabra comience y termine en consonante?
Solucion.-

a) Para formar una palabra de tres letras podemos separar este procedimiento
en tres etapas, escoger la primera letra, luego la sequnda y finalmente
la tercera.

Ademdas cada una de estas etapas la podemos realizar de 5 (vocales)+3 (consonantes)=
8 formas diferentes asi por la regla del producto podemos formar

8 x8x8=28 =512
palabras distintas.

b) Ahora si ademds cada palabra debe comenzar y terminar con una conso-
nante.
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Para la primera y tercera tarea no podemos escoger una vocal asi el
resultado debe ser 3 x 8 x 3 =192 (por la regla del producto) palabras
distintas.

Observaciéon 13. Si en el problema anterior solo podriamos usar una vez
cada consonante y cada vocal el resultado para la primera pregunta seria
8XTx6 y para la seqgunda 5 X6 X4 pues elegimos primero las dos consonantes
con las que empieza y termina la palabra y para la letra de en medio tenemos,
ademds de las vocales las consonantes que no fueron elegidas.

Ejemplo 68. Determine el nimero de enteros de cinco digitos (que no
comiencen con cero 12350, 12248,...) en los que

a) Se pueden repetir los digitos.
b) Ningun digito se pueda repetir.

Solucién.- Para formar un nimero en general tenemos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
numeros disponibles. Respondamos primero

a) Si el primer digito no puede ser 0 entonces tenemos 9 posibles elecciones

para el primer digito y para los restantes digitos 10 posibles elecciones
asi tenemos:

9 x 10 x 10 x 10 x 10 =9 x 10* (por la regla del producto)

Niameros distintos.

b) En la sequnda parte no se permite que se repitan los digitos asi por ejemplo
12345, 23598 son wvdlidos y 23588,20058 no lo son. Para la primera
posicion tenemos 9 posibilidades, pues no incluimos al cero, para la
sequnda tenemos los que no escogimos en la primera y al cero es decir
9 para la tercera 8, etc asi deben haber

9x9x8XTx6=27216 (por la regal del producto)

numeros distintos.
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Ejemplo 69. Dos personas vieron a unos hombres alejarse en un automovil
frente a una joyeria, justo antes de que sonara una alarma contra Tobos.
Cuando fueron interrogadas por la policia, las dos personas dieron la siguiente
informacion acerca de la placa (que constaba de dos letras sequidas de cuatro
digitos). La primer persona estaba sequra de que la sequnda letra de la placa
era una O ¢ una Q, y que el ultimo digito era un 3 o un 8. La sequnda persona
dijo que la primera letra de la placa era una C o una G y que el primer digito
era definitivamente un 7. sCudntas placas diferentes tendrd que verificar la

policia? Solucién.- De la informacion de los testigos la policia puede deducir
que la placa tiene la forma:

[Letra Letra 7 Num Num Num)

para la primera letra tenemos dos opciones {C, G} para la sequnda {O,Q},
no sebe nada acerca de los digitos sequndo y tercero. El primero es 7 y el
altimo es uno entre {3,8}. Asi tenemos que la cantidad de placas que la
policia debe investigar es:

2x2x1x10x10x2=2800

5.3. Regla de la Suma

Otro principio fundamental de la combinatoria es la regla de la suma, en este
caso, al igual que en la regla del producto, consideraremos un procedimiento
que se puede separar en tareas y diremos que:

Si una tarea se pude separar en dos tareas y la primera tarea puede realizarse
de m formas y la sequnda tarea puede realizarse de n formas, y no es posi-
ble realizar ambas tareas de manera simultdnea, entonces la tarea se puede
realizar de m + n formas.

Tarea 1 Tarea 1

A diferencia de la regla del producto la tarea que se desea realizar se la separa
en otras dos subtareas que son independientes una de la otra.

La diferencia esencial, con la regla el producto, radica en que hacer la TAREA
1 es una de forma de hacer la TAREA. En cambio realizar la ETAPA 1, en la
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regla del producto, es realizar una parte de la tarea, es decir no hemos hecho
la TAREA sino que estamos en proceso de hacerla.

Veamos algunos ejemplos del uso de esta regla:

Ejemplo 70. Supongamos que una biblioteca tiene 40 libros de Matemdtica
y 30 de filosofia. Si un estudiante quiere seleccionar un solo libro de estos
dos temas, por la regla de la suma puede elegir entre 40 + 30 = 70 libros.
Note que el estudiante desea escoger un libro de matemdatica o bien uno de

filosofia.

Muchas veces resulta ttil combinar ambas reglas, para esto veamos algunos
ejemplos:

Ejemplo 71. Determinar la cantidad de nimeros de hasta cuatro cifras.
Solucién.- Por ejemplo algunos de los nimeros que queremos formar son:
1,2,333,2508

Vamos a separar esta tarea en otras cuatro sub tareas:

Tarea 1: Formar nimeros de un solo digito. (Respuesta: 9)

Tarea 2: Formar nimeros de dos digitos. (Respuesta: 9 x 10 =90)

Tarea 3: Formar nimeros de tres digitos. (Respuesta: 9 x 10 x 10 = 900).

Tarea 4: Formar nimeros de un cuatro digitos. (Respuesta: 9x10x10x10 =
9000).

Cada una de estas se las puede resolver por la regla del producto. 'Y como la
tarea principal la separamos en estas otras, las cuales NO se pueden realizar
de manera simultanea (son independientes) tenemos que la respuesta es:

(9) + (9 x 10) 4+ (9 x 10 x 10) + (9 x 10 x 10 x 10) = 9999

Ejemplo 72. Tres pueblos, designados como A, B y C' estdn intercomunica-
dos por un sistema de carreteras de doble sentido.
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—°

)

1. De cuantas formas se puede llegar del Pueblo A al pueblo C.

2. ¢Cudntos trayectos se puede hacer del pueblo A al pueblo C y de regreso
al pueblo A?

3. Cuantos trayectos se pueden hacer del pueblo A al pueblo C' que pasen
necesariamente por B ?

Solucién.- Observemos que tenemos dos rutas que unen de manera directa A
con C' y otras que pasan por B. Vamos a separar esto en estas dos tareas
precisamente:

Tarea 1: Llegar de A a C de forma directa, es decir sin pasar por B (Hay
dos caminos).

Tarea 2: Llegar de A a C pasando por B. Por la regla del producto hay
5 x 3 =15 formas de hacer esto.

Por lo tanto la respuesta es:

1. 2+ 15 =17.
2. 17T+ 17 = 34.

3. 15



5.4. PERMUTACIONES. 111

5.4. Permutaciones.

Dado un conjunto {a,b,c,d} podemos ordenar sus elementos, por ejemplo
de la siguiente forma: (a,c,b,d) 6 (d,b,c,a) por supuesto estas formas de
ordenarlos son diferentes una de la otra. Con un poco de paciencia podemos
determinar que:

(a'7 b7 C7 d)7 (a'7 b7 d? C)? (a7 d? b7 C)? (a'7 b7 d? C)? (a7 C7 d? b)7 (a'7 C? b7 d)? (C7 d7 a? b)7 (C7 a? b7 d)?
(¢c,a,d,b),(c,d,a,b),(c,d b, a),(c,b,d a),(ba,cd),(badc),(bca,d),(b,cda),
(b,d,a,c),(bd,c,a),(d,a,b,c),(da,chb),(dbcd),(dbdc),(dcba),(dc, a,b).

Son todas formas de ordenarlos. En total 24. Otra forma de llegar al mismo
resultado es por supuesto utilizando la regla del producto. Veamos: Vamos a
separar la tarea en cuatro etapas:

Etapa 1: Elegimos el primer elemento. (Hay cuatro elecciones, digamos a).

Etapa 2: Elegimos el segundo elemento. (Hay tres posibles elecciones, dig-
amos b).

Etapa 3: Elegimos el tercer elemento. (Hay dos elecciones, digamos c).

Etapa 4: Elegimos el cuarto elemento. (Hay una sola eleccién d).

E1 | E2 | E3 | E4

Asi por la regla del producto hay 4 x 3 x 2 x 1 = 24 posibles resultados.

Teorema 35. Si ay,as,...,a, son objetos distintos, existen
n-(n—1)----2-1=nl

Formas de ordenarlos.

Demostracion. Es evidente a partir de la regla del producto. O
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Un arreglo de n elementos diferentes ordenados de forma lineal se denomina
PERMUTACION por le teorema anterior existen n! y usaremos la siguiente
notacion:

Ejemplo 73. Un grupo de 5 estudiantes se deben sentar en una fila de cinco
asientos. De cuantas formas lo pueden hacer? Y si ademds hay dos que deben
ir siempre juntos?

Solucién.- Supongamos que las personas son: {ay, as, as, ay, as}. En el primer
caso hay
Py = 5! =120

formas, por ejemplo:
a1 g a3 G4 as, a1 Q9 s A3 Q4.

En el seqgundo caso supongamos que {ay, az} son las dos personas que deben
sentarse juntas, entonces podemos considerar dos etapas:

Etapa 1: Sentar a ay, as juntas. Hay dos formas.

Etapa 1: Si consideramos a estas como una sola nos damos a la tarea de
sentar a las cuatro personas en una fila, hay Py = 4! formas diferentes
de hacer esto.

Ast la resultado final es: 2-4! = 48 formas. Las dos etapas se pueden ilustrar
de la siguiente manera:

(a1az)asazay, as(ajaz)asay

Ejemplo 74. Consideremos el conjunto I, = {1,2,3,4} una funcion f :
Iy — Iy es inyectiv si

fla)=f(b) = a=b

por ejemplo: f={(1,1),(2,2),(3,4),(4,3)} es inyectiva,podemos representar
esta funcion de la siguiente manera:

123 4
f:(1243)
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es decir escribimos los elementos del dominio de f en la parte superior de
forma ordenada y sus respectivas imagenes en la parte inferior:

1 2 3 4

A
fF) f2) f4) f3)

Otras funciones inyectivas de Iy en I son

1 2 3 4 1 2 3 4

3 2 1 4 )’ 21 3 4
¢ Cudntas funciones inyectivas de este tipo existen? Debe resultar claro que la
prequnta es equivalente a de cuantas formas podemos ordenar los elementos

del I en la sequnda fila de
1 2 3 4
O 0O 0 0O
es decir 4!.

En general si denotamos con I, ={1,2,3,...,n} y A ={a1,as,as,...,a,} los
elementos del conjunto

f

Sa={f: I, — A|f en inyectiva}

Se denominan permutaciones de A y es claro que |S4| = nl.

Una técnica muy 1til a la hora de resolver problemas puede ser el de pasar al
COMPLEMENTO, es decir que si queremos calcular el nimero de elementos
de un determinado conjunto y resulta mas sencillo calcular el ntimero de
elementos de su complemento

Al = U] — A%
veamos un ejemplo de esta técnica.
Ejemplo 75. Calcular el niumero de elementos de
A={ne N: nno divide a 2500 A 1 <n < 2500}.

Solucién.- Para resolver este problema consideremos
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B ={n € N : n divide a 2500}

el complemento de A. Nosotros sabemos calcular el tamano de B (recordemos
la técnica usada en el E.65 de la Regla del Producto) basta observar que
2500 = 22.5% asi' | B| = 23-5° como |AUB| = 2500 la cantidad de niimeros de 1
a 2500 (los cuales dividen o no dividen a 2500), luego como |AUB| = |A|+|B)|
tenemos que

|A| = |AU B| — |B| = 2500 — 23 . 5° = 23 . 5°(10 — 1)

Asi 2500 tiene 23 - 55(10 — 1) divisores.

5.5. Variaciones

Como para las permutaciones, consideremos un conjunto A = {ay, as, ..., a,}
de n elementos queremos formar como antes listas ordenadas con los elemen-
tos de A solo que esta vez restringiremos el tamano de estas.

Por ejemplo supongamos que A = {a, b, ¢, d, e} queremos formar ordenamien-
tos de de tamano 3 con los elementos de A son por ejemplo: ach, abd, dae, ...
como antes nos interesan ordenamientos en los cuales los elementos no se
repitan. Por la regla del producto la respuesta seré

5-4-3=060

Asi en general tenemos que el niimero de maneras de formar listas de tamano
k con los elementos de un conjunto de tamano n serd n-(n —1)---(k —1).
Una variacién de tamano k,,1 < k < n, de un conjunto de n elementos es un
ordenamiento de k elementos elegidos de un conjunto de tamano n. Asi en
niumero de VARIACIONES que se pueden formar de esta manera sera:

Vogk=n-(n—1)---(n—(k—1))
Ademas es claro que:

(n-(n—=1)(n—(k—1)) - (n—k)---2-1)

n-(n—1)---(k—=1)= n— k)21
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Asi
n!

(n—k)!

Las Variaciones de tamano k elegidas de un conjunto de tamano n.

Vn,k -

Ejemplo 76. De un grupo de 10 personas se tiene que elegir tres para cargos
administrativos: Director, Sub director y Supervisor. ;De cudntas formas se
puede hacer la eleccion?

Soluciéon.- Notemos que tenemos tres puestos diferentes y que una persona no
puede ocupar dos o mas al mismo tiempo, es decir no se admiten repeticion.
Ast la respuesta serd:

10!
V10,3=§=10~9~8-7~6-5-4:604800

Ejemplo 77. Una bolsa contiene 20 letras distintas: Ly, Lo, ..., Lag. For-
mamos una palabra extrayendo una tras otra, hasta llegar a cuatro letras.

a) Determina cuantas palabras distintas podremos formar.

a) Supongamos que cambiamos el procedimiento de extraccion: cada vez que
extraemos una letra, tras tomar nota, la volvemos a introducir en la
bolsa. Determinar cuantas palabras distintas de cuatro letras se pueden
obtener de esta manera.

Solucion.-

a) Al formar palabras, nos interesa el orden en el cual vamos obteniendo las
letras, y solamente extraemos cuatro asi la respuesta debe ser:

20!
20,4 = ar

b) Este caso es diferente al anterior, en hecho de que reponemos las letras
que extraemos de la bolsa, es decir que es posible obtener palabras tales
como:

Ly Ly Ly L3, LolL3Lyslao, L1LyLygLs

por supuesto no son variaciones sin embargo es claro que por la regla
del producto tenemos que se pueden formar 20-20-20-20 = 20* palabras
distintas.
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La segunda parte del ejemplo anterior es interesante en el sentido de que no
deseamos formar variaciones sino ordenamientos en el cual permitimos que
los elementos se repitan. Volveremos a esta situaciéon mas adelante.

Ejemplo 78. ;Cudl es el numero de formas diferentes de colocar 7 libros en
una estanteria de modo que tres libros determinados estén siempre separados
entre si?

Solucién.- Sea

A= { Las colocaciones diferentes de 7 libros, de modo que tres }
libros determinados estén siempre separados entre si

Por ejemplo si los libros son a,b,c,d, e, f, g y los libros que deben esta sepa-
rados entres si son a,b, c, algunas de las posibles formas de ordenarlos son:

acdefgb, cdebga f.

Por ejemplo ab fgedc yefcbda no son admisibles pues los tres libros no
pueden esta juntos entres st.
Ataquemos el problema pensando en

A¢ = { Las formas de colocar 7 libros distintos, de modo que tres }
libros determinados estén juntos de a dos o de a tres

Calcular el nimero de elementos de A° es mas facil que calcular el nimero
de elementos de A ademds como U = AU A° es el conjunto de todas las
formas de ordenar los siete libros en la estanteria, es decir

U] = |AU A°| = 71,

Ahora calculemos el cardinal de A°:
Calcularemos el numero de formas de ordenar los libros estando dos juntos:
Primero elegimos a los que vamos a considerar juntos hay 3 formas

{a,b},{a,c},{b,c}.

Ahora las formas de ordenar los siete libros estando los dos juntos 6!. No
necesitamos considerar otro caso pues acd se incluyen cuando los tres libros
estén juntos.
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Por ejemplo si elegimos a, b para estar juntos, hemos contado cdabeg f, fgcbaed.
Asi tenemos que
|A°| =3 x 6! x 2

El iltimo 2 es debido a que si elegimos, como en el ejemplo a,b consideramos
a los arreglos cdabeg f, cdbaeg f diferentes.
Por lo tanto tenemos que:

|A] = |AU A°| —|A°| =TI — (3 x 6! x 2) = 5040 — 2160 = 720

5.6. Variaciones con repeticion.

Hasta ahora hemos considerado permutaciones de elementos en los cuales
no se permiten repeticiones. Supongamos ahora que queremos formar orde-
namientos de tamano 3 con 3 elementos, de manera lineal y ademés per-
mitimos que estos se puedan repetir, por ejemplo: Si A = {a, b, c} podemos
formar, por ejemplo:

aac,bab,bac, aba, bac, bca, cba, bbc, ...

Podemos separar esta tarea en tres etapas:
Etapa 1: Elegir el primer elemento, hay tres opciones.
Etapa 2: Elegir el segundo elemento, hay tres opciones.
Etapa 3: Elegir el tercer elemento, hay tres opciones.
Asi por la regla del producto tenemos 3 - 3 - 3 = 27 posibles formas de hacer
esta tarea.
En general si tenemos n objetos diferentes el ntimero de variaciones con
repeticiéon de tamano k de elementos elegidos de un conjunto de tamano n
es:

PRE =¥

5.7. Permutaciones Circulares
Dados n elementos diferentes supongamos que queremos ordenarlos de man-

era circular, sin importar las posibles rotaciones. ; De cuantas formas distintas
es posible hacer esto?
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Supongamos por ejemplo que los elementos que queremos ordenar son
a, b, c, d, e

entonces un posible ordenamiento es:

a cada uno de estos le podemos asociar una permutacion, a la primera abcde
a la segunda eabcd, por lo tanto si las rotaciones son irrelevantes entonces
tenemos que si el nimero de permutaciones circulares de

{a, b, ¢, d, e}

es PC5 entonces tenemos P

5
En general el niimero de Permutaciones Circulares de n elementos distintos
es

PC, =(n—-1)!

Observacién 14. Notemos que si dejamos fijo a un elementos en al per-
mutacion circular, por ejemplo a entonces
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para formar la permutacion circular , basta ordenar los elementos restantes:

- ~
N

.--.// N

1) \:b
\ |
\ /
RN Z.,
id: ~—":c;

lo cual se puede hacer de 4! formas ¢ en general PC5 = 4!.

Ejercicios

1. De cuantas maneras pueden sentarse 4 peruanos, 5 argentinos y 5 bo-

livianos al rededor de una mesa circular si:
a) No hay restricciones.
b) Los de la misma nacionalidad estédn juntos.

2. Un grupo de 5 profesores y de 5 estudiantes van a sentarse de manera
que aparezcan alternados. Calcular el nimero de formas en que esto
puede hacerse si:

a) Se sientan en fila.

b) Se sientan alrededor de una mesa redonda.

5.8. Particiones

Dados n elementos, supongamos que son de k tipos distintos, es decir hay n;
elementos idénticos del tipo 1, ny del tipo 2,..., ny del tipo k. Vamos a calcular
el niimero de ordenamientos que se pueden realizar con estos elementos.
Supongamos por un momento que todos lo elementos son diferentes, entonces
hay

Pn

formas de ordenarlos, los n; elementos del tipo 1 son idénticos, entonces por
cada uno de los n;! ordenamientos hay un ordenamiento de los n elementos
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luego hay
P,

n1!
ordenamientos, en donde hay n; idénticos. El nimero de ordenamientos de
n elementos de los cuales hay n, del tipo 1,..., n; del tipo k es:

prunesesne — " (51)

es claro que n =nq + ng + -+ + ny.

Ejemplo 79. Calcular el numero de palabras que se puede formar con to-
das las letras de la palabra CHASQUIPAMPA Solucion.- Algunas de las pal-
abras que queremos formar son, por ejemplo, ACSQAUPIPHMA, ACIUP-
PHMASQA. Notemos que tenemos a disposicion 12 elementos de los cuales
hay :

1. Una C ¢ una del tipo C.
2. Una H ¢ una del tipo H.
Tres A’s ¢ tres del tipo A.
Una S 6 una del tipo S.
Una Q) ¢ una del tipo Q.
Una U 6 una del tipo U.
Una I 0 una del tipo 1.
Dos P’s ¢ dos del tipo P.

© ™ R D m A

Una M ¢ una del tipo M.

luego hay
pLL3LLLL2L 12!
2 T2l

Ejemplo 80. Cualcula el numero de senales se puede realizar con tres ban-
deras azules, tres blancas y dos rojas, para las siguientes condiciones:

1. Izando todas las banderas en un mastil.
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2. Izando tres banderas en un mastil.

Solucién.- Designaremos las banderas con las iniciales A, B, R, azules, blan-
cas Yy rojas.

1. Hay 8 banderas luego:
332 8
® 31312

2. Para poder izar tres banderas, estas pueden ser las tres iguales a A hay
1 forma ¢ las tres iquales a B, no pueden ser todas iguales a R. Dos
de un solo color y la otra diferente, entonces hay

6Py
Si las tres son diferentes hay 3! formas. Por lo tanto hay

246- Py 43!

5.9. Combinaciones

Consideremos ahora el siguiente problema dado un conjunto A = {a,b, ¢, d, e}
de cinco elementos queremos determinar el nimero de subconjuntos de tres
elementos que podemos formar con los elementos de A.

Para esto recordemos que {a,b,d} = {a,a,d,b} no nos interesa el orden de
los elementos y por supuesto los elementos no se pueden repetir. Algunos de
los elementos en los cuales estamos interesados son:

{a,b,c}, {b,c,d}, {e,d,a}, ...

Acé el problema radica en que ahora no nos interesa el orden entonces, em-
pezar eligiendo el primer elemento no parece tener mucho futuro. Sin em-
bargo observemos que:

{a,b,c}, {a,c,b}, {b,c,a}, {b,a,c}, {c,a,b}, {c,b,a}
Son todos iguales y que por lo tanto los ordenamientos

abe, ach, bac, bea, cab, cbha  «—  {a,b,c}
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representan el mismo conjunto. Es decir como V; 3 es el ntimero de variaciones
de tamano tres y cada tres elementos determinan 3! permutaciones tenemos

que
Vi3

3!
Es el niimero de subconjuntos de tres elementos que podemos a partir de un
conjunto de cinco elementos. En efecto esos son

{a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,c,d}, {a,c, e},
{a,d,e}, {b,c,d}, {b,c,e}, {b,d, e}, {c,d, e}.

=10

Ahora estudiemos el caso general, para esto empecemos con:

Definicién 36. Una combinacion de elementos de un conjunto A es una
coleccion de elementos distintos sin un orden determinado (un subconjunto).

Ejemplo 81. Si A =1{1,2,3,4,5,6} una combinacion de elementos de A es
(3,4,1,2}.

Definicién 37. Dado un conjunto de n elementos, el numero de combina-
ciones de k elementos que se pueden formar lo denotamos con

Ck

Teorema 38. Dado un conjunto de n elementos el numero de combinaciones
de tamano k que se pueden formar es:

n!
)= ——
Tk (n —k)!
Ejemplo 82. Una organizacion estudiantil tiene que elegir un comité de 4
representantes. Hay 7 candidatos. ;Cudntas elecciones distintas se pueden
hacer?

Solucién.- Notemos que para la eleccion de los representantes no se tiene
preferencia en el orden de la seleccion y por supuesto no existe la repeticion
el las posibles elecciones, asi la respuesta es:

7!

o7 —ay

cl=
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Ejemplo 83. Al ordenar la comida del dia, un cliente puede elegir entre
tres entradas y dos de seis verduras disponibles. ;Cudntas comidas diferentes
puede elegir si:

1. Debe seleccionar dos verduras diferentes?.

2. Se le permite tener dos porciones de la misma verdura?.

Solucién.- Por supuesto no nos interesa el orden en el que se haga la eleccion
de los alimentos, entonces tenemos que:

1.

31 6!
3 6____
Cr-Cy = TP

Puede elegir 45 comidas distintas si selecciona dos verduras diferentes

C3.(CS+6)=0C2-21 =63

Para elegir la verdura puede hacerlo de dos formas distintas ( CS )
6 igquales (de 6 formas).

Ejemplo 84. Hallar el nimero de tridngulos que pueden formarse uniendo
tres puntos no alineados de un poligono reqular de 15 lados.

Solucion.- Como cada tres puntos no colineales forman un triangulo y no
interesa el orden en el que se elijan los vértices, basta calcular la cantidad de
formas de elegir tres esquinas del poligono:

Ejemplo 85. Hay tres tipos de medallas 5 de oro, 4 de plata, y 6 de bronce.
¢De cuantas maneras pueden ser distribuidas entre 15 personas, si a cada
una le corresponde una y solo una de las medallas?

Solucién.- Vamos a proceder de la siguiente manera: La TAREA es repartir
15 medallas a 15 personas. Vamos considerar algunas sub tareas:

Tarea 1: Repartir las 5 medallas de oro.

Tarea 2 : Repartir las 4 medallas de plata.
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Tarea 3 : Repartir las 6 medallas de bronce.

Estas tareas son independientes entre si. Luego

La Tarea 1 se puede realizar de C¥° formas diferentes. Es decir elegimos a 5
de las 15 personas para darles las medallas de oro.

La Tarea 2 se puede realizar de C}° formas diferentes. Ya no contamos a las
personas de seleccionadas en la Tarea 1.

La Tarea 3 se puede realizar de C§ formas diferentes. Asi, por la regla de la
suma la Tarea se puede realizar de

C3®+C° + C¢.

Ejemplo 86. Una baraja completa consta de 52 cartas (13 numeros: A, 2,3, ...,10, J, Q, K
y 4 palos: &, &, <>, Q). Una mano de péker consta de cinco cartas por ejem-

plo: {Ad, 35,50, 50, KM}
1. ;Cuantas manos posibles de poker hay?

2. ¢Cuantas manos de poker hay que no contengan dos cartas del mismo
numero?.

3. ¢ Cuantas manos de poker hay en las que aparezcan por lo menos dos
cartas del mismo niumero?.

4. ;Cuantas manos de péker hay que tengan exactamente un par (que
tenga solamente dos del mismo niumero?.

Solucion.-

1. Solo tenemos que elegir cinco de las 52 posibles cartas, las cartas no se
pueden repetir y por supuesto no nos interesa el orden en el cual son

seleccionadas, luego:
52!

052 —
> 51(52—5)!

2. Primero elijamos los posibles niumeros distintos, esto lo podemos hac-
er de C'35 formas diferentes, por ejemplo una de estas formas es
{2,4,Q,6,J}. Ahora elijamos los posibles palos de estos nimero, es-
to pueden elegirse de 4 x 4 x 4 x 4 x 4 = 4%, formas, es decir hemos

formado {2&, 45, Q. 6M, Jd}. Por lo tanto hay
£
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3. Notemos que una mano poker puede tener

por lo menos dos cartas del mismo niimero ¢ no tener dos cartas del
mismo nuimero

es decir si queremos calcular
x = n{las manos de poker que por lo menos tengan dos cartas del mismo nimero}

entonces C? = x + 4° C2* luego v = C* — 45 C22.

5.10. Combinaciones con Repeticion

Consideremos la ecuacién x 4+ y + z +w = 6, nos interesan soluciones enteras
no negativas. Por ejemplo (1, 1,3, 1) es solucién de esta ecuacién pues :

1+14+3+1=6

por supuesto existen muchas soluciones. Usemos la siguiente notacion:
Para la soluciéon 14+ 1+ 3+ 1 = 6 escribimos

Para las soluciones (2,0, 1,3), (3,0,0,3), (0,0,6,0) escribimos

es decir para determinar una solucion (z, y, z, w) de la ecuacién x+y+z+w =
6, usamos 4 — 1 separadores | y 6 simbolos de * idénticos. por ejemplo

representa la solucién (1,2,3,0) 6 14+ 2+ 3+ 0 =. Asi hay tantas soluciones
como formas de seleccionar en cuales de los 6+ (4—1) lugares en donde poner

los |, es decir

6+(4—1
ooy

6 de manera equivalente seleccionar lo lugares en donde poner los * hay

6+(4—1 6+(4—1
Cs = C4-£ )
Otra forma de interpretar este problema es: El ntimero de formas que se
pueden distribuir 6 elementos * iguales en cuatro cajas (los espacios que
definen los separadores) es decir
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* * *

* * *

Esta forma de seleccionar n elementos iguales ordenados de k (las cajas)
formas se denomina Combinacion con Repeticién y es claros que:

CRy=Crl

n+(k—1)

Ejemplo 87. De cudantas maneras puede distribuir un profesor 15 pasteles
de chocolate entre 4 de sus alumnos, de modo que:

1. Sin restricciones.

2. Si ademds el profesor tiene 6 pasteles de canela. Como puede repartirlos
todos.

3. Cada uno recibe como minimo un pastel de cada tipo.

Solucién.- Supongamos que x,y, z,w son los estudiantes. Entonces

1. Basta considerar a x como un pastel de chocolate:
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/—\ .

* * * % %

* % % % %

Asi tenemos CRy5

2. Hacemos lo mismo primero con los de chocolate CR}5 y luego con los

de canela CRS, luego
CRY x CRS

3. Para que cada alumno reciba por lo menos un pastel de chocolate primero
repartimos a un pastel de chocolate y repartimos como antes los restantes

11.
/—\ .

* % % %

* % * %

asi tenemos que hay CR}'. Hacemos lo mismo con los pasteles de canela

CR2 por lo tanto hay
CRI' x CR?

5.11. Ejemplos

Ejemplo 88. En una urna se tienen 4 bolas blancas, 5 negras y 3 rojas
idénticas. Se extraen, sin reposicion, cinco de ellas. De cuantas maneras se

puede hacer esto si:
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1. Dos blancas, una negra y dos rojas.
2. Tres deben ser blancas.
3. Hay por lo menos una de cada color.
Solucién.- Analicemos el problema: Nos interesa hacer selecciones del tipo:

BBRRBN, BRRBBN, BNNBBB.

es decir nos interesa el orden y se pueden repetir, las blancas hasta cuatro
veces, las negras hasta 5 y las rojas hasta 3, pues las extracciones son sin
reposicion.

1. Nos interesan extracciones del tipo; BBNRR, RBN BBR es decir deben

haber
5!

211121

2. Si tres deben ser blancas puede ocurrir por ejemplo:
BBBRR, BEBNR, BBBBR

no puede haber cinco blancas, por lo tanto tenemos los siguientes casos
St hay solo tres blancas:

5! 5!
231+ 30
Si hay solo cuatro blancas: 2 4?—1,

Por lo tanto hay
5! 5! 5!
TR

formas de hacer la extraccion en donde tres deben ser blancas.

2

3. Si debe haber una blanca, una roja y una negra las otras dos deben ser:
diferentes o iguales, entonces debe haber:

sl 51
ST TIMESTIE]

6
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Ejemplo 89. Un club de 20 miembros, 15 varones y 5 mujeres, desea elegir
un comité de diversiones de 5 personas de las cuales una debe ser jefe del
comité y otra ocupar el cargo de tesorero.

1. ;De cudntas maneras puede elegirse éste comité?.
Solucion.- Separemos la tarea de formar el comité en:
Etapa 1: Elegimos el comité, esto se puede hacer de C2° formas.
Etapa 2: FElegimos al jefe del comité, esto se puede hacer de 5 formas.

Etapa 3: FElegimos al tesorero, esto se puede hacer de 4 formas.
Luego por la regla del producto la tarea se puede hacer de: C2° -5 - 4.

2. Si el jefe de comité debe ser varon y el cargo de tesorero debe ser ocu-
pado por una mujer. ;De cudntas maneras puede formarse el comité?

Solucion.- Separemos la tarea en:
Etapa 1: Elegimos al jefe del comité, como debe ser varén esto se
puede hacer de 15 formas.

Etapa 2: FElegimos al tesorero del comité, como debe ser mugjer, esto
se puede hacer de 5 formas.

Etapa 3: FElegimos el resto del comité con las 18 personas restantes,
esto se puede hacer de C3® formas.

Luego por la regla del producto la tarea se puede hacer de:

15-5-C3®

Ejemplo 90. De cuantas maneras pueden sentarse 3 peruanos, 4 argentinos,
4 chilenos y 6 bolivianos al rededor de una mesa circular si: Los de la misma
nacionalidad estan juntos.

Solucion.- Separemos la tarea en:

Etapa 1: FElegimos como sentar a las delegaciones por nacionalidades, esto
se puede hacer de PCy = 3! formas.

Etapa 2: Ordenamos a los 3 peruanos, esto se puede hacer de 3!. formas.
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Etapa 3: Ordenamos a los 4 argentinos, esto se puede hacer de 4!.

Etapa 4: Ordenamos a los 4 chilenos, esto se puede hacer de 4!.

Etapa 5: Ordenamos a los 6 bolivianos, esto se puede hacer de 6!.

Entonces por la regla del producto, la tarea se puede realizar de:
31314141 6!

Ejemplo 91. De cuantas formas se pueden pintar diez bolas de golf idénti-
cas si se tiene a disposicion cuatro colores: Rojo, negro, azul, verde. Si debe
haber por lo menos una de cada color y no mas de dos de color verde?

Solucion.- Como no nos interesa el orden en que pintemos las pelotas de golf
y admitimos pintar varias idénticas (repeticion) usaremos combinaciones con
repeticion. Fs decir consideremos dos casos:

>

* *
* Kk Kk *
R N A \Y,
/—\ )
* k Kk ok
R N A \Y,

asi es claro que hay :

CRS+ CR; = CS + CI =49
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Ejercicios
1. De cuantas maneras se pueden colocar 5 cuadros diferentes en una fila
sabiendo que:
a) Uno de ellos debe estar en el centro.
b) Uno de ellos debe estar en alguno de los extremos.
2. De cuantas maneras se pueden colocar 5 cuadros diferentes en una fila
sabiendo que:
a) Uno de ellos debe estar en el centro.
b) Uno de ellos debe estar en alguno de los extremos.
3. Hay tres tipos de medallas: 4 de oro, 5 de plata y 7 de bronce. ;De

cuantas maneras pueden ser distribuidas entre 16 personas, si a cada
una le corresponde una y solo una de las medallas?

4. En una urna se tienen 5 bolas blancas, 3 negras y 3 rojas. Se extraen,
sin reposicion, cinco de ellas. De cuantas maneras se puede hacer esto
st:

a) Son dos blancas, una negra y dos rojas.

¢) Son por lo menos tres blancas.

)
b) Son tres blancas.
)
d)

Son a lo mucho dos rojas.

5. Un club de 20 miembros desea elegir un comité de diversiones de 5
personas.
a) ;De cudntas maneras puede elegirse éste comité?

b) Suponiendo que dos personas del club no se entienden, entonces
juntos no pueden formar parte del comité. ;De cudntas maneras
puede formarse el comité?

6. Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 negras. Halla el niimero de formas
posibles de seleccionar cuatro bolas de la urna si:

a) Son de cualquier color.
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b) Son dos blancas y dos negras.

¢) Todas son del mismo color.

7. Para formar un compuesto se dispone de: 4 sustancias del tipo A y de

10.

11.

12.

6 del tipo B. El compuesto requiere tres del primer tipo y cuatro del
segundo. ;De cudntas maneras puede realizarse la experiencia en los
siguientes casos?

a) Sin restricciones.

b) Una sustancia determinada del tipo A debe ser incluida.

¢) Dos sustancias determinadas del tipo B no puede incluirse.
Una pasteleria ofrece 4 tipos de pasteles. Si se supone que hay al menos

una docena de cada tipo al entrar en la pasteleria, ;de cuantas formas
se podra seleccionar una docena de pasteles?

De cuantas maneras puede distribuir un profesor 10 pasteles de choco-
late y 5 de canela entre 12 de sus alumnos, de modo que:

a) Cada uno recibe al menos un pastel de chocolate.

b) Cada uno recibe como minimo un pastel de cada tipo.
., Cuantos nimeros de cuatro digitos diferentes se puede formar con los

numeros: 0,1,2,3,4,5,6,77, ;Cuantos de estos niimeros son impares? .
., Cuantos estan comprendidos entre 2000 y 70007

Con los nimeros: 1,2, 3,4, 5y 6 se desea formar niimeros de tres digitos.

a) (Cuantos tienen todos los digitos distintos?

b) {Cuantos tienen por lo menos dos digitos idénticos?
Considere los nimeros: 2,3,5,6,7 y 9.

a) {Cuéntos ntmeros de 4 digitos distintos se puede formar con los
numeros dados?

b) ;Cuéntos de éstos son impares?

¢) ;Cuédntos son multiplos de cinco?
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13.

14.

15.
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De las 27 letras de nuestro alfabeto se seleccionaron tres vocales, in-
cluyendo a la a y 4 consonantes, incluyendo a la b. Con estas letras
se desea formar palabras de cinco letras (con dos vocales y tres conso-
nantes distintas) para los siguientes casos:

a
b
c

d

) No hay restricciones.
) Las palabras contienen a la letra b.
) Las palabras empiezan con la letra b.
) Las palabras empiezan con a y contienen a la letra b.
Considere los nimeros: 0,1, 2,3,4,5,6, 7,8y 9. Se desea formar niimeros
de digitos distintos bajo las siguientes condiciones:
a) Contienen al digito cinco.
b) Resultan multiplos de cinco.
¢) Son miiltiplos de cinco y contienen al digito dos.
Calcula el niimero de senales se puede realizar con tres banderas azules,
tres blancas y dos rojas, para las siguientes condiciones:
a) Izando todas las banderas en un méstil.
b) Izando tres banderas en un mastil.

¢) Izando cinco banderas en un mastil.
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Capitulo 6

Numeros Complejos

6.1. Introducciéon

Vamos a estudiar al conjunto R? en el cual vamos a definir dos operaciones,
suma y producto, con las cuales este se denomina el conjunto de los Nimeros
Complejos, el cual tiene una estructura algebraicamente similar a la de R,
respecto de estas operaciones.

6.2. Los nimero Complejos
Vamos a definir dos operaciones

+ :R? x R?* - R?, - R? x R? — R?
del siguiente modo: Si (a,b), (c,d) € R? entonces

(a,b) + (c,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

La terna (R?, +,-) se denomina el conjunto de los niimeros Complejos y se
lo denota con C. Asi por ejemplo Si (a,b) € C se lo puede representar de la
siguiente forma

135
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C

Y

el plano cartesiano se denomina también plano complejo. El eje de las abscisas
se denomina también el eje Real y el de las ordenadas el eje Imaginario.

La primera operacion se denomina suma de ntimeros complejos y coincide con
la suma de vectores, la segunda se denomina producto de niimeros complejos.

Observacién 15. Es claro que (a,b) = (a', V) si y solo sia=da yb=1.

Ejemplo 92. Para ilustrar las operaciones anteriores veamos que Si: z =

(1,—-1),w = (2,3) entonces
zow=(1,-1)-(2,3)=(1-2—(=1)-3,1-34+(=1)-2) = (5,1)

Los siguientes ejemplos son ttiles para el calculo del producto de nimeros

complejos:

Observacién 16. Si (c,0), (d,0) € C entonces

(c,0) - (d,0) = (cd,0)
(c,0) - (c71,0) = (1,0)

es decir el conjunto {(x,0) € C: x € R} tiene las mismas operaciones que
R, de manera informal, podemos pensar que R = {(x,0) € C : = € R}.
Entonces si x € R podemos escribir

x = (z,0)

Ademds notemos que
(b7 O) ' (07 1) = (07 b)

luego podemos escribir

b-(0,1) = (0,0)
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Asi por ejemplo si (a,b) € C entonces podemos escribir
(a,b) = a(1,0) 4+ b(0,1)
ademds notemos que

de este modo si denotamos a (0,1) = i con las operaciones usuales de los
nimeros reales, vistos en C, con la consideracion 1> = —1 tenemos que:
(a,b) = a+ bi luego

(a,b) - (c,d) = (a+1b) - (c+id)
= ac + iad + ibc + i*bd
= (ac — bd) +i(ad + be)
= (ac — bd, ad + bc)

lo cual ofrece una forma sencilla de calcular el producto de nimeros comple-
jos.

Dado z € C la forma z = (a, b) se denomina forma cartesiana y la forma
2z = a + ib se denomina bindémica.

Ejemplo 93. Dado z = (1,2) su forma bindmica es z = 1 + 2

Definicién 39. El nimero complejo (0,1) = i se denomina unidad imagi-
naria.

Dado z = (a,b) € C la primera coordenada se denomina parte real de z y se
denota con Re(z) = a, la seqgunda se denomina parte imaginaria y se denota
con Im(z) =b.

Ejemplo 94. Dado z = 2 — i3 entonces Re(z) =2 y Im(z) = —3.

Ejercicios
1. Dados los nimeros complejos
z=(1,-1), w=(2,0), u=(—-2,1), v = (0,-2)

escribirlos en su forma binémica e identificar sus partes reales e imagi-
narias.
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2. Dados z = (1, -2), w = (3, —1) determinar:
Re(z), Im(z), Re(w), Im(w), Re(2z —w), Im(1 —iz),
3. Dados z = (1,—2), w = (—3,2) usando la definicién calcular

a) z+w, z-w.
b) 2z —3(w + (2,-3)), [z + (2,2)] - w.

4. Tlustrar geométricamente las siguientes operaciones:

a) (1,2) +(2,-2).
b) (2,-3)+(1,-2).
c) (1,3) + (2,4).

5. Dados z =1+ 14, w = 2 4 15 calcular:
a) (z+w)z — 2i.
b) iz + i3 (w + 2i).
¢) (z+42w)i +wi®
6.3. Conjugado de un Numero Complejo

Definicién 40. Dado z = (a,b) € C el conjugado de z es

A
=(a,b
o z .(a )
1a g
BN :
z=(a,-b)
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Por ejemplo

1L (2,-1)=(21)

2.

—_

+3=1-3
3. 2—1=2+1

Teorema 41. Sean z,w € C entonces

wll
|

1. z
2. z+w=Z+w
3. Z-w=z-w

4. Si z=a+ib entonces z - Z = a® + b?

Demostracion. Supongamos que z = a + b, w = ¢ + id, entonces

l.Z=a+ib=a—ib=a+ib=2z

2. Como z +w = (a+ ¢) + (b + d) entonces

z+w=(a+c)+i(b+d)=(a+c)—i(b+d)

=(a—ib)+ (c—id)=zZ+w

Proposicion 42. Sea z = a + b € C entonces

Re(z) = Z‘;Z, Im(z) = 2=2

Ejercicios

1. Calcular el conjugado de:

139
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d) —4

e) 2—3i

) 4+ 2

g) z—2z+2i+22(2—1)

2. Siz=ux+1y. Seaw =x —y + 22% escribir w en términos de z.
3. Siz=ux+1y. Sea w = 2xy — 3y — x escribir w en términos de z.

4. Sea 3
-1 /3

2 2
a) Muestre que w® —1 = 0.
b) Deduzca que w? +w + 1 = 0.

2

¢) Pruebe que w* = w.

6.4. Inversa de un Niumero Complejo

Dado z = a + ib diferente de (0,0) vamos a determinar si existe w = x + iy
tal que z - w = 1. Veamos que w existe si y solo si

(a,0) - (z,y) = (ax — by, ay + bx) = 1 = (1,0)
es decir si y solo si el sistema tiene solucion:

ar — by = 1
br + ay = 0

este sistema tiene solucion si y solo si a® +b* # 0 es decir si y solo si z-Z # 0.
resolviendo el sistema se tiene que

a2+ b2 ¥y= a2 + b2

es decir z = a + ib tiene inverso aditivo si y solo si a® + b* # 0 en tal caso el

INVerso es .
-1 a Zb

T Al a4

(6.1)
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Ejemplo 95. Sea z =1 — i entonces

L1 i(-1) 1
T2 (-1 124 (12 2

l
Z J—
2

notemos que

z-z_lz(l—i)-<%—|—%>:1

6.5. El campo de los Numeros Complejos

Las principales propiedades de los niimeros complejos las podemos resumir
en el siguiente teorema

Teorema 43. Dados z,w,u € C entonces

Al) z4+weC Pl) z-weC

A2) z+w=w+z2 P2) zw=w-z

A3) (z4+w)+u=z+(w+u) P3) (z-w)-u==z-(w-u)

A4) F0eC: z24+0==2 P4) HMeC: z-1==2

A5) N—2eC: z4+(—2)=0 P5) Siz#0,3J"'eC: 2-271=1

D) z-(u+w)=z-u+z-w

Las propiedades del teorema se pueden demostrar de forma directa, el 0 € C
es por supuesto (0,0) este se denomina el neutro aditivo, el 1 = (1,0) se
denomina neutro multiplicativo . Si z = (a,b) entonces el nimero —z =
(—a,—b) se denomina inverso aditivo y 27! que esta definido como por la
ecuaciéon (6.1) se denomina inverso multiplicativo.

Cualquier conjunto en el cual se definen dos operaciones que verifiquen las
propiedades del teorema anterior se denomina Campo 6 Cuerpo, luego (C, +, -)
con estas operaciones se denomina campo, es facil ver que los conjuntos
(R, +,) v (Q,+, -) también verifican las propiedades luego son campos. Por
esta razon las principales propiedades de los ntimero reales se verifican en los
numeros complejos, por ejemplo:

Proposicion 44. 1. z-0=0.

-1
2. Si z# 0 entonces <z‘1> = 2.
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Demostracion. 1. Si z € C entonces
2:0=2-(0+0)=2-0+2-0
luego como z-04+0 = z-0+ 2 -0 sumando —(z-0) tenemos que z-0 = 0.

O

6.5.1. Potencias de la unidad imaginaria ¢

El ntimero complejo ¢ = (0,1) se denomina la Unidad Imaginaria. Notemos
que:

iV =1, it = 2= (=1)-(-1)=

o= i Po— iti=1.i—i

2= 1, o= t2=1-(-1)=—1
o= 2i=(=1)i=—i, i = *B=1-(—i)=—i

Las potencias de la unidad imaginaria se repiten periédicamente, el periodo
es cuatro. Notemos que si n € N po el Teorema del resto de la aritmética,
podemos encontrar m,r € Z tales que:

n=4-m-+r, 0<r<4

entonces por propiedades de potencia se tiene que:

Z»n :7,4 m-r _Z»4-m _ir
= (=1
Z Z

recordemos que el resto de la division de n entre 4, es decir r puede tomar
los valores de 0,1, 2, 3.

1977 para esto dividimos 1977 entre cuatro

Ejemplo 96. Vamos a calcular i
y obtenemos:

1977 =4-494+ 1

1977

entonces 1 =il =1 entonces

1977 _
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Del mismo modo podemos ver que:

' =1
1 —
it= =i

entonces dado n € N si

n=4-m+r, 0<r<4
tenemos que —n = (—4) - m + (—r), —4 < —r <0 de donde
="

143

Ejemplo 97. Vamos a calcular i~°°, para esto dividimos 50 entre cuatro y

obtenemos:
50=4-12+2
entonces i~ 0 = {72 = —1 entonces
i =—1
Ejercicios
1. Calcular
344
a) 55
b)
it 201
i18 _ i37
1
¢) 1=

2. Hallar z € C tal que Z = —2iz

3. Siz?+y? =1, x,y € R demostrar que
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4. Determine las condiciones sobre a, b, ¢, d € R tales que la expresion

a+ bi
c+di

a) Sea un numero real.

b) Sea un imaginario puro, es decir su parte real es cero.

5. Demuestre que si z,w € C entonces z-w = Z - w.
6. Determinar los z € C tales que 22 = 1.

7. Calcular:

7458

al) 1

)

b) '—325'
)
)

~

i_152.

o

d
|
i46 — 2467 4 2

8. Simplificar y escribir las siguientes expresiones en su forma binémica.

a)

2010
>
k=0
b)
2010
> (=)
k=0
C) Zz2 'ig"'i2004
d)
141
- 1+i
e
e) Hallar z € C tal que
1 2+

z—22’+1—|—z'
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f) Hallar z € C tal que

1—2zi 2414

— =2
z—22’+1+z'

g) Determinar r € R tal que

2+ 7ri\?
R
(3—2¢) ©

6.6. Modbdulo de un Numero Complejo

Definicién 45. El modulo ¢ norma de un numero complejo z = a + b € C

se define como
|z| = Va2 + b?

Y

Es evidente que z - Z = |z|? luego si z # 0 entonces

_ z
="
ZZ

en general escribiremos que

1 4 1
z = —, entonces 2z = —-
z z

|l

Ademés es claro que |z| =0 si y solo si z = 0.

Ejemplo 98. Dado z =1 — i tenemos que:

Ll === yEF (IR = V2
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2. Vamos a calcular (1 —14)~1

1 1+ 1 1
1—4)"t = . =_4 -
A=) =i 1~ 22
entonces notemos que
1 1 1
(A=) =+ 5= 5 =l

I

4 [z +wl < 2| + |w

Ejercicios
1. Calcular

a) 12 —1l.

b) (1 —2)7.
c) |3 —4il.

2. Representar geométricamente los siguientes conjuntos:

a) A={2z€C: |z] <2}
b) B={z€C: |z—i| <1}
¢c) B={2€C: |24+(2—-1)] <3}

3. Demostrar que si w, z € C entonces |z - w| = |z - |w|.

4. Demostrar que si w, z € C entonces |z + w| < |z] + |w].
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6.7. Forma Polar

El nimero z = a + ib visto como par ordenado (a,b) puede representarse en
términos de sus coordenadas polares, es decir como

sen@zi, cos = —

2] 2|

entonces podemos representar
z=a+1ib=|z|cosf +i|z|senf = |z|(cos @ + i sen 0)

El ntimero |z| se denomina radio y se escribe r = |z| y el &ngulo # se denomina
argumento de z. Asi la representacién

z =r(cosf +isenb) (6.2)

se denomina forma polar del niimero complejo z. Geométricamente tenemos:

r sen 6

Como
sen(f + 2km) =senf, cos(0+ 2km) =cosf, keZ

entonces el argumento de z no es unico, luego podemos definir el argumento
principal Arg(z) como el argumento tal que —7m < Arg(z) < 7 y el conjunto

arg(z) = {Arg(z) + 2kn : k € Z}
es el conjunto de argumentos de z.

Ejemplo 99. Sean z =i, w = 1+ ¢ entonces
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1. r=|2| =V12 =1, ademds 6 = /2 6 90° luego

=1 [eon(5) +isen(5))

como —m < w/2 < entonces Arg(z) = 7/2 es el argumento principal
de z.

2. p=|w| =12+ 12 = /2, ademds 3 = 7/4 6 45° luego

L+i=V2 [COSG> HSGHGH

como —m < /4 < m entonces Arg(w) = w/4 es el arqgumento principal
de w.

Ejemplo 100. Supongamos que z = r(cosf + isen ) demostrar que

1. z/(2% +1?) es un mimero real.

2

Sol.- Recordemos que r° = zZ entonces:

z z z

2412 2427 2(z+ %)
1
2+%Z 2rcosf

2. (r—iz)/(r+1z) tiene parte real nula.

2

Sol.- Como r* = zZ podemos escribir:

r—1z r—1z r—1z

r4+iz r+i1z r—iz

r2 — iz — 22 2Z—2riz — 22

72 + 22 N 27+ 22
_Z—=2ri—2z _ 2ri+2risen(
T Z4z ~ 2rcosf
r—iz . (1l+senf
r—l—iz__Z( cosf )

es un numero complejo cuya parte real es nula, asi es imaginario puro.
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Definicién 47. Definiremos
¢ = cosf +isend
luego z = re' es la forma exponencial de z.

Notacidon.- Para simplificar utilizaremos las siguientes notaciones: Si z =
r(cos @ + isen @) entonces

z=ry, z=rcis(0)

El producto de niimeros complejos tiene una interpretacion geométrica muy
simple en términos de su representacion en forma polar. Para ver esto recorde-
mos que

cos(f) = cos(—0), sen(—0) = —sen(6)
luego podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 48. Dados z = r(cos + isenf), w = p(cos 3+ isen3) € C no
nulos entonces

1. Z = rcos(—0) + isen(—0)]
2. z-w=(r-p)lcos(d + B) +isen(d + 3)].

3.
1 1 :
s= (cos(—0) + isen(—0))
4.
=r [cos(6 — ) + isen(d — )]
woop
Demostracion. 1. Dado z = r(cosf + i sen §) entonces

Z=r(cosf +isenf) =T cosf + isenf
=r-(cos —isen?)
= r[cos(—0) + i sen(—0)]

2. Vamos a calcular zw, por definicién

zw = [r(cos@ + isenf)] - [p(cos 3+ isen )]
= rp[(cos@ cos 3 — sen 0 sen 3) + i(cos @ sen 3 + sen@cosﬁ)]
= rpleos(0 + ) + isen(d + )]
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1

3. Como z~! = Z/zZ entonces como

27 =1*(cos0+isen0) =r*(1+i0) =r?

P % = :—2[0089 — z'sen@]
= %[cos@ — isen@}
]
Corolario 49. Si z = r(cosf + isenf) entonces
2" = r"(cos(nf) + isen(nb)) (6.3)

Ejemplo 101. Sea z = 1 + i vamos a calcular z*°'°. Notemos que una

aplicacion del teorema del binomio no es practica. La forma polar de z es

2 = /2[cos(m/4) + isen(m /4)]

72009 — 92010/2 [cos (QOZOW) + 7 sen (QOZOW)]

como 2010 = 8 - 251 + 2 entonces

entonces

20010m _ o osipa T
2
de donde
22010 — 91005 [cos(%) —I—z’sin(%)}
— 210057:
Ejercicios

1. Determinar el médulo, argumento principal y forma polar de los sigu-
ientes nimeros complejos:

a) 4.
b) 1+4iv3.
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¢) —V2+iv2.
d) —2i.

2. Escribir los nimeros complejos del ejercicio anterior en su forma expo-
nencial y ubicarlos en el plano complejo.

3. Demostrar que

ei@ . eiﬁ = ei(@-{-ﬁ)’ @ = e_ie 6_ — 67;(0_6)

Y

4. Calcular el modulo de los siguientes niimeros complejos:

3— 41
tanf + 1

a
b
c
d

)
)
) cos@+isind
) =5 —Ti

5. Escribir a los siguientes ntimeros complejos en su forma binémica:

a) 3(cosm +isinm)

b) 2 (cosT +isinZ)

¢) 4 (cos 1 4 isin 1T)

d) 5 (cos & +isin L)

6. Determinar un ntimero n € N tal que (v/3 + )" sea un ntimero real
positivo.

7. Usando induccién matemaéatica demostrar que

(cosf 4 isinB)" = cos(nb) + isin(nd), Vn €N

8. Calcular:
\ 100
o) (£-3)
b) (=1+1)8

¢) (V2+iv2)?
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6.8. Formula de Moivre

Sea z = rcis(0) queremos determinar w = pcis(a) € C tal que z = w™ para
n € N entonces

rlcos(0) + isin(0)] = p"[cos(na) +isin(na)]
por lo tanto p = /r ademads
na =0+ 2mm, m € Z

luego
_0+2mm 0 2mm

(67

n n n
sim=k+ kin con 0 <k < n entonces
2mm  2kw

L Y
n n

por lo tanto

0+ 2k
o= 012 -1
n

entonces hemos probado que

w:{/?[cos(e—i_nzlm)+isin<9+n2lm)}, k=1,2.,n—1 (6.4)

es decir z tiene n raices complejas wy, dadas por (6.4) paracada k =0,1,...,n—
1. Notemos que el argumento de wy, esta dado por
0+2kr 0 2krm
0, = = -4+ —

n n n

a partir de wy los deméds son rotaciones de wy de 2k7/n.
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Ejemplo 102. Vamos a determinar v/1 en C. Primero expresamos 1 =
1 (cos0+isin0) en su forma polar. Entonces

I 0+2-0-7 . (0+2-0-7m\] .
wo = cos(f) + Zsm(f) =cis(0) =1
(0421w 042 1myy .
wy = cos( 1 ) +zs1n< 1 ) = cis(n/2) =1
C042:2.my o 042:20m\] .
wy = cos( 1 ) + ZSIH( 1 ) = cis(m) = —i
i 0+2-3- 04+2-3-7m\7
w3 = cos( +4 7T)+z'sm< +4 W) = cis(3m/2) = —1

Geométricamente:

Y

Ejercicios

1. Determinar y ubicar el el plano complejo las raices n-ésimas complejas
de:

a) n=3, z=1—i.
b) n=4, z=-1-—1i.
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2. Si 0 # 2kn, para todo k € Z, entonces

a)

no
1+ cosf+ -+ cos(nb) = "3 en ((n+ 1>9)

nf
sen f 4 sen 20 + - - - + sen(nf) = Sen 5 son (M)

9
sen 3 2

3. Usando las férmulas de Moivre escribir cos 26 y sin 26 en términos de
sinf y cosé.

4. Usando las férmulas de Moivre escribir cos 36 y sin 36 en términos de
sinf y cos®.

5. Un cuadrado inscrito en una circunferencia de centro en el origen tiene
uno de sis vértices en z; = 3i, cuales son los otros vértices?

6. Un hexagono regular, inscrito en una circunferencia de centro en el
origen, tiene uno de sus vértices en 2¢. Determinar los otros vértices.

7. Escriba % en funcion de cos 6.

8. Si u? = z - w demostrar que

2| + | ‘_z—i-w_i_ zt+w
At ul=1— u 5 U
9. Demostrar que
B C)
(VB 2
10. Resuelva los siguientes sistemas
32 + w = 2-05 2iz + w = 2
z — w = —24i’ 3z — w = 1

11. Sean

V6 —iv?2

- '= —1—3
z 5 , w l
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a) Escribir en su forma polar z, w, z/w.

b) Muestre que:

T V6+V2 m
= Sen12

¢) En [—m, ) resuelva la ecuacion:

155

VE— V2
4

(V6 +v2) cosz + (V6 — V2)senz = 2

12. Sea z = (2v/3+2) +i(2v/3 — 2).

a) Determine los nimeros naturales n tales que 2" es un imaginario

puro.

b) Determine los niimeros naturales n tales que 2™ es un real negativo.
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Capitulo 7

Teoria de Ecuaciones

7.1. Introduccion

Definicién 50. Ecuacion es una igualdad que se establece entre dos expre-
siones algebraicas, estas expresiones se denominan miembros de la ecuacion.
En ellas aparecen cantidades conocidas y desconocidas (incégnitas), rela-
cionadas entre si por medio de operaciones algebraicas.

Las incognitas normalmente son representadas por letras (x,y, z,w, ...), mien-
tras que las cantidades conocidas son coeficientes numéricos y algunas veces
son literales (a,b,c,d, ...).

Ejemplo 103. Un ejemplo de ecuacion es:

r+2 zxz+4 1 5 (7.1)
t+3 x+5 x+3 x+5 '
Primer\l\%iembro SegundovMienbro
El siguiente, es ejemplo de una ecuacién con coeficientes literales:
2a + 3x ar —b
— = br-— 7.2
a+b ab (7.2)
—— N—————
Primer Miembro Segundo Mienbro

Definicién 51. Desde el punto de vista algebraico, se llama solucion de
la ecuacion, al valor que asume la incognita de manera que la igualdad se
cumpla.

157
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Por ejemplo, para la ecuacion 7.1, la solucién es x = —2. En efecto, al reem-
plazar por x el valor —2, la igualdad se cumple.
(=2)+2 (-2)+4 1 5
(=2)+3 (=2)+5 (-2)+3 (-2)+5
0 2 1 5
1 3 1 3
2 2
33

Definicién 52. Desde el punto de vista geométrico, se llama solucion de la
ecuacion, al lugar geométrico por donde la grdfica del polinomio corta al eje
horizontal.

Para la ecuacion 7.1, la grafica del polinomio corta al eje horizontal en x =
—2.

Definicién 53. Dado un polinomio p(x) de grado n, a la expresion p(x) =0
se le llama ecuacion polinomica de grado n.

-1 -2
ant" + ap 12" F apo0x" - +ay=0
La expresién: 3z + 22 — 8 = 0 es una ecuacién polinémica de grado dos.

Teorema 54. Toda ecuacion de sequndo grado puede resolverse por medio
de la factorizacion.

La ecuacion general de segundo grado tiene la forma:
Az? + Br+C =0

Si la ecuacion tiene raices racionales, el trinomio se puede factorizar con
aspa simple en la forma (mz + n)(pr + ¢), la ecuacién se transforma en
(mz +n)(pr + q) = 0, entonces

n
mr+n=0 = r=-——
m
pr+q=0 = v=—2
p
Ejemplo 104. Resolver: 222 +9x — 5 =0

Solucién.-
haciendo aspas:
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X 5

El trinomio 2x* + 9z — 5 se factoriza como (2z — 1)(z +5). La ecuacion es:

(22— 1)(z +5) =0

N | —

20 —1=0 = x5 =
r+5=0 = x9=-5

Un método alternativo es utilizar el resultado del siguiente trabajo. Consid-
eremos la ecuacién de segundo grado

Ax> + Br+C =0
Si multiplicamos ambos miembros por el coeficiente A
A?2* + ABz + AC =0
Agrupamos convenientemente:
(Az)? + B(Az) + AC =0

Completando cuadrados:

(Az)* + B(Az) + <§>2] — (?)2 + AC =0

'
Trinomio cuadrado perfecto

Aislando el trinomio cuadrado perfecto:

B\?> B2

Trasponiendo términos y sacando el comin denominador:

ar s B ? B?-4AC
Te) T
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Sacando la raiz cuadrada en ambos miembros resulta que:

B B? — 1AC
Ar 42— g /22220
TS A

B VB?—-4AC
Ar=——4+ — ——
2 2
Finalmente, las soluciones se pueden ser obtenidas con la férmula:

_ —B+VB*—4AC
- 2A

Observacién 17. Una solucion se obtiene tomando primero con el signo +
y luego con el signo —
La relacion B? — 4AC se llama discriminante.

Despejando se tiene:

T

1. 8i B2 — 4AC =0, la ecuacion tiene dos soluciones reales iguales.
2. Si B> —4AC > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales diferentes.

3. 8i B> — 4AC < 0, la ecuacion tiene dos soluciones complejas conju-
gadas.

Ejemplo 105. Resolver la ecuacion 3x? — 4z — 15 = 0.
Solucion.- Identificando los coeficientes con los de la ecuacion general:

A=3, B=-4,C=-15
Estos datos los utilizamos en la formula deducida anteriormente.

(=) EV()2 -4 (3) - (-15)

e 2.3
C4+V/196  4+14
66
27
3
Las soluciones son:
247
I = T =3
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Ejemplo 106. Resolver la ecuacién x? — 2z + 5 = 0.
Solucion.- Identificando los coeficientes con los de la ecuacion general:

A=1,B=-2C=5

Estos datos los utilizamos en la formula deducida anteriormente.

(-2 /(-2)2—4-1-5
B 2.1
2+£V/-16 244
2 2
=142

X

Las soluciones son:

Ejemplo 107. Hallar k de manera que la ecuacién x® +2(k+2)x + 9k = 0,
tenga solucion unica.
Solucién.- Para que se cumpla la condicion, el discriminante debe ser nulo.

B? —4AC =0
Reemplazando los valores de los coeficientes
[2(k +2)]> —4(1) (9) =0
Desarrollando el binomio al cuadrado y reduciendo los términos semejantes:
(4k* + 16k +16) — 36k =0 = 4k* — 20k +16 =0, = k* =5k +4=0

Las soluciones de la ultima ecuacion son: k=4 y k = 1. Prueba: con k = 4,
la ecuacion es

2?4+ 120 +36=0,= (z+6)>=0,= (x+6)(z+6) =0
Entonces las soluciones son: x1 = —6 y xo = —6 Con k=1, la ecuacion es
2 +62+9=0,= (v+3)*=0,= (x+3)(x+3)=0

Entonces las soluciones son: vy = —3 y xo = —3 para k = 1.
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7.2. Teorema del Resto y Teorema del Factor

Teorema 55. Toda ecuacion polinomica de grado n, tiene exactamente n
soluciones.

Por ejemplo la ecuacién 2 — 422 + x + 6 = Otiene tres soluciones:
1'1:—1,1'2:2,1'3:3.

Teorema 56. En una ecuacion racional entera, las raices complejas y las
raices irracionales, se presentan en parejas conjugadas.

La ecuacién z* — 323 — 522 + 292 — 30 = 0 tiene cuatro soluciones, estas son
dos reales y dos complejas conjugadas:

1’1:2+i,$2:2—i,$3:2,l’4:—3.

La ecuacién 3 + 5a? — 3z — 15 = 0 tiene tres soluciones, estas son dos
irracionales conjugadas y una racional: z1 = —5 2 = V3 vy 23 = —V/3.

Teorema 57 (Algoritmo de la divisién). Al dividir el polinomio p(x)
entre el polinomio q(x), se obtiene los polinomios c(x) y r(x), de manera que
se cumple la igualdad:

Aqui, 0 < r(x) < q(z).

Por ejemplo, utilizando el teorema de Horner para dividir °+2*+ lentrex?®+
1, se obtiene el cociente c(z) = 2® + 22 —z — 1 y como residuo r(z) = z + 2.

111 0 0]0 1

0 0 -1

-1 0 -1
0|1
0 1

11 -1 —-1|1 2

No es complicado comprobar que se cumple el algoritmo de la divisién.

Pt l=P 4t —r—-1)- @+ 1)+ (2 +2)
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Teorema 58 (Teorema del resto). Al dividir un polinomio p(z) de grado
n, entre el binomio x + a, el residuo de ésta division es igual a p(—a).

Debido a que el divisor es un polinomio de grado uno, el residuo es de gra-
do cero, (es una constante). En virtud al algoritmo de la divisién se puede
escribir:
p(z) =c(z) - (x+a)+r
Si en ésta relacion se sustituye el valor de x con —a, se obtiene:
p(—a) =c(—a) - (—a+a)+r

Se pone en evidencia que r = p(—a).

Por ejemplo, si se pide hallar el residuo de la divisién
(z+3)° + (x +2)° + (5 + 9)""
entre x + 2, se reemplaza —2 en lugar de .
r=(=2+3)"+(=2+2)%+ [5(=2) + 9" = (1)> + (0)° + (-1)'*" =0

Ejemplo 108. Un polinomio deja residuo —2 cuando se divide por x — 1 y
residuo —4 cuando se divide por x + 2. Hallar el residuo cuando este poli-
nomio se divide por x> + x — 2.

Soluciéon.- De la informacion dada se desprende que existen los polinomios

q(x) y s(x), tales que: p(x) = q(z) - (x — 1) =2 y p(x) = s(z) - (x +2) — 4.
Luego p(1) = =2 y p(—2) = —4. Ahora bien, como
??+r—2=(r—1)(r+2)

es un polinomio de grado dos, el residuo r(z) al dividir p(x) entre * +x —2,
es de grado uno o menor, es decir r(x) = ax +b, para constantes que se debe
calcular.

Por el algoritmo de la division se cumple que:

p(r) =q(z) (2°+2—2)+ax+b

Luego: =2 =p(l) =a+by —4 =p(—2) = —2a +b.
Resolviendo este pequerio sistema de ecuaciones, resulta que a = 2/3 y b =
—8/3. Finalmente, el residuo es:

8
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Teorema 59. El polinomio p(x) es divisible exactamente por x — a si y solo
sipla) =0

Demostracion. Si el divisor es de grado uno, entonces el residuo es grado
cero, es una constante r. Por el algoritmo de la divisién se cumple que p(z) =
q(z)(x —a)+r

=) Si la divisién es exacta 7 = 0 se genera la expresion

p(x) = q(z)(z —a)
de donde se deduce que p(a) = ¢(a)(a —a) = 0.

<) Si p(a) = 0 se genera la expresion p(a) = 0 = g(a)(a — a) + r de donde
se deduce que r = 0 y la division resulta ser exacta.

O

Ejemplo 109. Verificar si la divisién (22* — 52® — 42% + 62 — 9) + (z — 3)
es exacta.
Solucién.-Si la division es exacta se debe cumplir que p(3) = 0

p(3) =2(3)" = 5(3)* — 4(3)* +6(3) — 9
—162 — 135 — 36 + 18 =9 = 0

Teorema 60. La ecuacion p(x) = 0 tiene una raiz en x = a si y solo si

p(a) = 0.

Demostracion. = Es evidente que si la ecuacién tiene una raiz en x = a, la
igualdad p(a) = 0 se cumple.

< Si p(a) = 0 entonces a satisface la ecuacién, por lo tanto es una raiz de
la misma.

0

7.3. Naturaleza de la raices

Del teorema anterior se puede desprender un método para resolver las ecua-
ciones polinémica que tengan raices racionales.
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DESARROLLO:
Se considera que la ecuaciéon a ser resuelta es:

"™ + ap 1"+ apy o i iz +ap =0

Se encuentran todos los divisores positivos de ag y a,. Supongamos que: Los
divisores de aq son:
]-7 b, 4, aq

Los divisores de a,, son:
17 T’ m7 a’ﬂ

1 b 4q ap
1| £1 £p £qg =ao
ro| £2 £ 1 4%
+1 4P 44 4a

ap | £+ £Z £4 4o
an an an Qn,

Con estos divisores se construyen ntimeros racionales, con doble signo, toman-
do a los divisores de ag para los numeradores y a los divisores de a,, para los
denominadores.

Los numeros racionales que se logra generar son las posibles raices de la
ecuacion.

Ejemplo 110. 1. Encontrar raices racionales de 2x> + 42% + 3z + 6 = 0.
Las posibles raices del polinomio son:

| 1 2 3 6
1] +£1 +£2 £3 46
2| £1/2 +1 £3/2 43

Se debe ensayar con los valores obtenidos en la tabla.

Para que la evaluacién resulte mds cémoda, el polinomio p(x) = 223 +
422 + 3x + 6 se puede escribir en la forma que se conoce como la fac-
torizacién de Euler. Esto es:

p(z) =[2x+4)r+ 3]z +6

Conzx=1= p(1) ={[2(1) +4] (1) +3} (1) + 6 = 15 # 0 no es raiz
de la ecuacion.

Conx=-2 = p(=2) ={[2(-2)+4](-2)+3}(-2)+6 =0, es una
raiz de la ecuacion.
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2. Para encontrar las raices racionales de 6x* — 23 — 1622 + 42 + 3 = 0.
Las posibles raices son:

1 3
1] £1  +3
2| £1/2 +3/2
3| +£1/3  +1
6| +1/6 +1/2

El polinomio de cuarto grado p(z) = 6z — 23 — 1622 + 42 + 3 se escribe en

la forma:
p(z) = {[(6z — 1) — 16]x +4} x + 3

Con x = 3/2 se tiene:

o= {[6) ) ()] 2) 4 (3) o=

luego es una raiz racional.
Con x = —1/3 se tiene:

em={[e() ) (D9 () () -

luego es una raiz racional.

Este trabajo de evaluacion puede ser mejorado, si se utiliza la divisién sintética
de Horner.
Lo que se logra es disminuir sucesivamente el grado del polinomio.

Para la primera ecuacién: 2x® + 422 + 3z + 6 = 0 aplicamos la divisién
sintética. Con x = —2

12 4 3] 6
—2 —4 0] -6
112 0 3] 0

El cociente ¢(x) = 22% + 3, es un polinomio de grado dos, que se puede re-
solver por factorizacién o por férmula.
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227 +3 =0
(V2z)? = (V3i)? = (V22 —V3i)(V2z +V3i) =0

ﬂx—ﬁiszx:%

\/§x+\/§i:0:>x:—@

V2
Para la segunda ecuacién: 6z* — 23 — 1622 + 42 + 3 = 0 procedemos de la

siguiente manera:
Con z = 3/2

6 -1 —16 4
9 12 —6
13 4 -2 -1

2
3

3
-3
0

Para encontrar la otra raiz racional, se realiza el mismo trabajo, pero con el
cociente de la divisién, en este caso con q(x) = 323 + 42? — 2z — 1.
Conz=-1/3

-1 -1

El cociente r(z) = 22 + x — 1 , es un polinomio de grado dos, que se puede
resolver por factorizacién o con la formula deducida para este caso.

>+ 2 —1=0, resolviendo

—1+V1+4 1i\/3
r = = —— -
2 27 9
1 V5
G
1 5
Ty =—= — —
2 2 2

En estos ejemplos se pone en evidencia que las raices complejas las irra-
cionales, se presentan en parejas conjugadas.
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Ejemplo 111. Resolver la ecuacidén 2x°+ 3zt +22° +32? — 242 — 36, sabiendo

que V3 y 21 son dos raices.

Solucién.- Si v/3 y 2i son dos soluciones, aplicando un teorema anterior,
—/3 y—2i también lo son.

CAPITULO 7. TEORIA DE ECUACIONES

Esto significa que los binomios: (x —/3), (x+v/3), (x —2i)

por el resultado de la multiplicacion de estos divisores:

(z —V3)(x + V3)(z — 2i)(z + 20) = 2* + 2% — 12

Verificaremos si efectivamente la division

22° + 3z + 22 + 322 — 240 — 36 = 2 + 2% — 12

es exacta. Utilizaremos el esquema de Horner.

112 3 2 3 —24 —-36
0 0| -2 0 24
-1 0 -3 0 36
0
12
2 3 0 0 0 0

El cociente de esta division permite obtener la quinta solucion.

3
2x+3=0=>37:—§

Las soluciones de la ecuacion son:

3
$1:2i,$2:—2i,$3:\/§,$4:— 3,213‘5:——

7.4.

cientes

Teorema 61 (Teorema). Sipw) = A"+ Q12" o™ 2T a 2+ ag

Relaciones entre sus raices y los coefi-

, la suma de los coeficientes es igual a p(1).

y (x+2i) son di-
visores exactos del polinomio. Entonces el polinomio es divisible exactamente
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Para la demostracion basta ver que:
) = an(1)" + ap1(1)" " 4+ apo(1)n —2) + -+ a1 (1) + ag
Entonces, es claro que
an +an_1+an_o+---+a+a =p(l)

Ejemplo 112. Hallar la suma de todos los coeficientes obtenidos luego de
expandir y simplificar el producto:

p(z) = (2 — 2% + 1)1 (527 — 62 4 2)1%
Solucién.- Por dlgebra elemental, el grado del polinomio resultante es
4-109+9-1996 = 18400

El polinomio expandido es:

18 18398
+

p(x) = a18a002"™"" + a183007" % + (183087 et + ag
La suma de todos los coeficientes es
p(1) = a1ga00 + @18309 + G1g30s + -+ + a1 + ag
Por otro lado,
p()=(1"=12+1)"*(5-1"-6-1+2)" =1
Por lo tanto, p(1) = aigaoo + d18309 + Aag3es + -+ + @y +ag = 1.
Las siguientes multiplicaciones, nos conduciran a un teorema muy intere-

sante.

Si a1 y ay son raices de la ecuacién az? + bx + ¢ = 0, entonces se genera la
siguiente igualdad:

2 + (9) r+ (5) = (= w)(e —a) =2 = (@1 + w)o + (a1 - ar)

a a

Comparando los coeficientes se observa que:

= —(al + ag)

Qoo
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Similarmente, si a1, as y a3 son raices de la ecuacién ax® + bax? +cx +d = 0,
entonces se genera la siguiente igualdad.

2+ (g) 2 + (2) T+ (g) — (2 — a1)(z — a2)(z — az)

3 b\ ¢ d 3 2
x° + a + (a) T + a =T — (CLl + as + CL3)£L’ + (alag + ajaz + agag)l’ — 10203

Comparando los coeficientes se observa que:

= aiag + aias

= a1ag9 + a1as + ao03

Qoo

= —a10G20a3

Estas son relaciones entre las raices de la ecuacién y sus coeficientes. Estos
resultados pueden ser generalizados por medio del siguiente teorema.

Teorema 62 (de Viete). Consideremos que a,,a,_1,...,a1,ay son solu-
ciones de la ecuacion polinomica

" + ap 12" a0t 4 a4+ ag =0,
entonces las siguientes iqualdades son correctas:
n
Qp—1 j :
a
" i=1

n

apn-2
= Qaj; G
Qn

1<j<k<n
a n
n—3
= — E CLj Qg A;
a
n 1<j<k<i<n
Qo

— =(—-1)"arazas - a,
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Ejemplo 113. Hallar la suma de las raices, la suma de las raices tomadas de
dos en dos, la suma de los cuadrados de las raices y la suma de los reciprocos
de las raices de la ecuacion

2% —x+2=0

Solucién.- Sean aq, as, az las raices de la ecuacion. A partir del teorema se
tiene que:

3
as
—:—E a; = a1 +as+az3=0
as —

i=1
aq 1
— = a1a9 + a1as + asaz = aias + a1as + asaz = —5
as

Recordemos la identidad: (a + b+ ¢)* = a® + b* + ¢* + 2(ab + ac + be)

Entonces: a®> +b* + ¢ = (a+ b+ ¢)* — 2(ab+ ac + bc). Por lo tanto la suma
de los cuadrados de las raices resulta ser:

1
a%%—a%%—ag = (ay + asy + a3)® — 2(ay ag + ay as + as az) = (0)? —2 <__) -1
Finalmente utilizando la iltima relacion en las formulas de Viete:

ayagaz = (—1)*- (%) =1

Para la suma de los reciprocos de las raices, realizamos las siquientes opera-
ciones:

1 I 1 1 _a2a3+a1a3+a2a3
aq as  as N a Gz a3
1
_(=3) 1t
-1 2

Ejemplo 114. Resolver la ecuacion 4x® + 20x* — 9z — 45 = 0, sabiendo que
la suma de dos de sus raices es igual a cero.
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Solucién.- Sean a,b y ¢ las raices de la ecuacion. Utilizando las relaciones de
Viete:

20

T =—(a+b+c)
9

—1 =ab+ac+bc
45

7 =abc

a+b=0 (condicion del problema)

Al sustituir la condicion del problema en la primera ecuacion resulta que
c= —9H.
Ahora utilizamos Horner para reducir el grado de la ecuacion.

1‘4 20 —9‘—45

5| =20 0| 45
04 0 9] 0

Resolvemos la ecuacion que genera el cociente. 4x° —9 =0

Por diferencia de cuadrados: (2o — 3)(2z+3) =0
Finalmente, las otras raices de la ecuacion son:

3 3
= — b —_ ——
= 2
Ejemplo 115. Resolver la ecuacion 6x® — 112% — 180z + 425 = 0, sabiendo
que una raiz es doble de otra.
Solucién.- Sean a,b y c las raices de la ecuacion. Utilizando las relaciones de
Viete:

11

—E :—(a+b+c)
1

—% =ab+ac+bc
42

—?5 =abc

a=2b (condicion del problema)



7.4. RELACIONES ENTRE SUS RAICES Y LOS COEFICIENTES 173

Reemplazando la condicion del problema en las dos primeras ecuaciones se
obtiene un sistema mas pequeno:

11 11
2b+c+c:€ = 36+c:€ (%)

(20) b+ (20) -c+bc=—-30 = 20>+ 3ch=—30

De la ecuacion (x) despejamos c:

c= % —3D) (7.3)

Reemplazando en la ecuacion (7.3).

20% + 3b (% — 3b) = —-30

Reduciendo los términos semejantes y trasponiendo términos se obtiene la
ecuacion de sequndo grado:

14b* — 116 — 60 = 0
Se puede factorizar con aspa simple.

2b -5

7b 12

La ecuacidn toma la forma (2b — 5)(7b+12) =0
Las soluciones son:
b=5/2, b=—12/7

Entonces hay dos soluciones (una es correcta y la otra no)

5 17
b= 5 = a= 5 c¢= 3 (Primera solucion)
12 24 293
b= —= = e=-——0, =5 (Sequnda solucion)
Para elegir la solucion correcta recordemos que por Viete se tiene que:
425
abc=——

6
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entonces para la primera solucion:
5 17 425
5 (5) ' (‘?) == v
2y (8) 42
7 42 6
Finalmente, las soluciones son:

ol :5/2, ) :5, I3:—17/3

Debe notarse que la seqgunda solucion es el doble de la primera.

7.5. Meétodos Numéricos

Los siguientes teoremas son muy ttiles para predecir el tipo de soluciéon que
tiene una ecuacion polinémica racional entera.

Teorema 63. Si la ecuacion p(x) =0 es de grado impar, entonces tiene por
lo menos una raiz real cuyo signo es opuesto al signo del término independi-
ente de p(x).

Teorema 64 (Regla de signos de Descartes). Dada la ecuacion p(xz) = 0,
la cantidad de cambios de signo que tiene el polinomio p(x) es igual a la
cantidad mdzxima de raices positivas que tiene la ecuacion.
La cantidad de cambios de signo que tiene el polinomio p(—x) es igual a la
cantidad mdzrima de raices negativas que tiene la ecuacion.

Ejemplo 116. Analizar el tipo de raices que tiene la ecuacion:
52° + 322 —x+3=0
Solucién.- Analizamos los signos de p(z) = 5x® + 32° — x + 3
+ + - +

Cambia de signo dos veces, entonces la ecuacion tiene como mdximo dos
raices reales positivas. Analizamos los signos de p(—x) = =5z + 32>+ x + 3

-+ + 4
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Hay un cambio de signo, entonces la ecuacion tiene como mdrimo una raiz
real negativa.

Ademds, por ser una ecuacion de grado impar tiene por lo menos un a raiz
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.

NRO ‘ Positivas ‘ Negativas ‘ Complejas
3 2 1 0
3 0 1 2

Ejemplo 117. Analizar el tipo de raices que tiene la ecuacion:
42 =32+ -5=0
Solucién.- Analizamos los signos de p(x) = 4x* — 323+ — 5
+ -+ -

Cambia de signo tres veces, entonces la ecuacion tiene como mdximo tres
raices reales positivas.
Analizamos los signos de p(—x) = 4x* + 323 —x — 5

+ o+ - -

Hay un cambio de signo, entonces la ecuacion tiene como mdaxrimo una raiz
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.

NRO | Positivas | Negativas | Complejas
4 3 1 0
4 2 0 2
4 1 1 2
4 0 0 4

Teorema 65. Sea p(x) = 0 una ecuacion polindmica racional entera.

1. Sip(a) tiene el mismo signo que p(b), entonces en el intervalo (a,b) no
tiene raices reales o tiene un numero par de ellas.

2. Si p(a) tiene el signo opuesto al de p(b), entonces en el intervalo (a,b)
tiene una raiz real o tiene un niumero impar de ellas.

real o tiene un nimero impar de ellas.
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Ejemplo 118. Analizar el tipo de soluciones que tiene la ecuacién x> + x +
1 =0 y acotar las raices reales.
Solucién.- Analizamos los signos de p(z) = 2° +x + 1

+ o+ +
No hay cambios de signo, entonces la ecuacion no tiene raices reales positivas.
Analizamos los signos de p(—z) = —2® —x + 1

- -+

Hay un cambio de signo, entonces la ecuacion tiene como maximo una raiz
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.

NRO ‘ Positivas ‘ Negativas ‘ Complejas
3] o | 1 ] 2

Para acotar la raiz negativa debemos encontrar un intervalo en el cual p(z)
cambie de signo. Como no tiene raices positivas la biusqueda serd con niumeros
neqgativos.

T —-2|-11]20
plz) | -9 —-1|1
Signo | — | — | +

El cambio de signo se produce en el intervalo (—1,0), por lo tanto en ese
intervalo existe una raiz real negativa. Analizar el tipo de soluciones que
tiene la ecuacion 6x* — 132> — 2122 4 68z — 70 = 0 y acotar las raices reales.
Solucién.- Analizamos los signos de p(x) = 6z — 132> — 2122 + 68z — 70

+ - - + -

Cambia de signo tres veces, entonces la ecuacion tiene como mdximo tres
raices reales positivas.
Analizamos los signos de p(x) = 6z* + 1323 — 2122 — 68z — 70

+ + - + -

Hay un cambio de signo, entonces la ecuacion tiene como mdxrimo una raiz
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.
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NRO | Positivas | Negativas | Complejas
4 3 1 0
4 2 0 2
4 1 1 2
4 0 0 4

Para acotar las raices negativas debemos encontrar intervalos en los que p(x)
cambie de signo.

x -4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4
p(x) | 225 | 80| —26 | —30 | —40 | —140 | =90 | 374 | 1690
Signo |+ | + - - - — - + +

Los cambios de signo de p(x) se producen en dos intervalos, entonces: Hay
una raiz real negativa en el intervalo (—3, —2).

Hay una raiz real positiva en el intervalo (2,3). Esta informacion resulta
importante cuando llega el momento de resolver la ecuacion. Si tiene raices
ractonales, debemos buscarlas en esos intervalos. Esto, indudablemente, nos
liberard de numerosas pruebas infructuosas. FEn este ejemplo, las posibles
raices las encontraremos en la siquiente tabla. Pero, solo dos divisiones serdn
exactas.

1 2 5 7 10 14 35 70
1| +1 +£2 b +7 +10 +14  £35  F70
2| £1/2  +1 +5/2 +7/2 +5 +7 £35/2 F35
3| +1/3 +2/3 +5/3 +7/3 +10/3 +14/3 +35/3 F70/3

Hay 40 posibles raices racionales, pero si observamos con cuidado llegaremos
a la conclusion de que solo hay cuatro de ellas que pertenecen a los intervalos
obtenidos anteriormente:£5/2 y £7/3.

Los ensayos con Horner se reduce notablemente.

Nos muestra que una raiz es x; = 5/2.

216 —13 —21 68| —70
5 ‘ 15 5 —40 ‘ 70
3 1 -8 14| 0

3|13 1 —8| 14

—7 ‘ -7 14 ‘ —14

1 -2 2] 0
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Nos muestra que otra raiz es xo = —7/3.
Las otras raices se obtiene resolviendo la ecuacion generada por el cociente
de la ultima division.

2?2 =2 4+2=0, r3=14+14, x4=1—1i

7.6. Biseccion

Es posible obtener raices reales aproximadas por medio de la biseccién del
intervalo al que pertenece la raiz.

Este método se basa en el hecho de que si p(z) cambia de positiva a negativa
(o viceversa) en un intervalo, entonces la curva corta al eje horizontal en
algin punto contenido en el intervalo.

El objetivo es achicar el intervalo que contiene a la raiz.

Por ejemplo, si p(a) > 0y p(b) < 0 entonces la raiz « € (a, b)

p(@) |------- p(a)

PD) |+-eereareanaseaneeaecd R ’

La biseccion del intervalo se realiza mediante el punto medio del intervalo:

_a+b

5

C

1. Sip(c) > 0 entonces laraiz x € (¢,b). (c reemplaza al extremo inferior).

2. Sip(c) < 0 entonces laraiz x € (a, ¢). (c reemplaza al extremo superior).
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p(a)
p(c)

p(a)

179

p(b)

p(c)
p(b)

A 4

Este procedimiento se realiza hasta alcanzar un grado de aproximacion ra-

zonable.

Se puede fijar de antemano el grado de aproximaciéon por medio del error
absoluto. El error absoluto se calcula mediante

€ = |zit1 —

en donde z;, z;11 son dos aproximaciones consecutivas, por este , método.

Ejemplo 119. Encontrar una raiz real de la ecuacién 2 +x +1 =0, con
un error absoluto € < 0,001.

Solucion.- Esta ecuacion fue analizada lineas arriba y se logré establecer que
tenfa una raiz real negativa en el intervalo (—1,0).
Se puede sistematizar el trabajo utilizando el siguiente esquema.

a c b p(a) p(c) p(b) | £<0,001
-1 0,5000 0 —1 0,375 1 —
-1 —0,75 —0,5000 —1 —0,1719 | 0,375 —
—0,75 —0,625 —0,5 —-0,1719 | 0,1309 0,375 0,125
—0,75 —0,6875 —0,625 —-0,1719 | —0,0125 | 0,1309 0,0625
—0,6875 | —0,65625 —0,625 —0,0125 | —0,0611 | 0,1309 | 0,03125
—0,65625 | —0,640625 —0,625 —0,0611 | 0,0964 | 0,1309 | 0,01562
—0,65625 | —0,648437 | —0,640625 | —0,0611 | 0,0789 | 0,0964 0,0078
—0,65625 | —0,652343 | —0,648437 | —0,0611 | 0,07005 | 0,0789 0,0039
—0,65625 | —0,65429 | —0,652343 | —0,0611 | 0,06559 | 0,07005 | 0,0019
—0,65625 | —0,65527 | —0,65429 | —0,0611 | 0,0633 | 0,06559 | 0,00098
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La solucion aproximada es x = —0,65527, con dos decimales exactos.
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