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3.1. Inducción Matemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.1.1. Principio de Inducción Matemática . . . . . . . . . . . 70

3.1.2. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1.3. Ejercios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.2. Notación de Sumatoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3. Binomio de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.3.1. Coeficientes Binomiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.3.2. Teorema del Binomio de Newton . . . . . . . . . . . . 88

3.4. Divisibilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4. Binomio de Newton 95

4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.2. Coeficientes Binomiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.3. Notación de Sumatoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.4. Teorema del Binomio de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5. Combinatoria 103

5.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.2. Regla del Producto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.3. Regla de la Suma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.4. Permutaciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.5. Variaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.6. Variaciones con repetición. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.7. Permutaciones Circulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.8. Particiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.9. Combinaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.10. Combinaciones con Repetición . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

5.11. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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6.4. Inversa de un Número Complejo . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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Caṕıtulo 1

Lógica Matemática

1.1. Introducción

La Lógica es la ciencia que trata de los principios válidos del razonamiento
y la argumentación. El estudio de la lógica es el esfuerzo por determinar las
condiciones que justifican a una persona para pasar de unas proposiciones
dadas, a una conclusión que se deriva de aquéllas (a la luz de un razonamien-
to válido). La validez lógica es la relación entre las premisas y la conclusión
de tal forma que si las premisas son verdaderas la conclusión es verdadera.
La importancia de la Lógica viene siendo reconocida desde la antigüedad, ya
los griegos clásicos sab́ıan que el razonamiento es un proceso sujeto a ciertos
esquemas y que, al menos parcialmente, está gobernado por leyes perfecta-
mente formulables. Pero su importancia en la actualidad se debe, sin duda, al
destacado papel que ha tomado recientemente en los más diversos campos de
la Informática (análisis, śıntesis y verificación de programas, programación
lógica, inteligencia artificial, control de procesos, robótica, etc.) y todo ello
como un intento de mecanizar los procesos de razonamiento.
El presente caṕıtulo es una breve gúıa hacia las herramientas más básicas de
esta disciplina.

1.2. Proposiciones

En Lógica Simbólica los juicios se denominan Proposiciones o sentencias. En
Gramática, se llaman oraciones. En cualquier caso diremos que una proposi-
ción describe un fenómeno. Por ahora nos podemos contentar diciendo que:

1



2 CAPÍTULO 1. LÓGICA MATEMÁTICA

Una Proposición es una sentencia al cual le podemos asignar un valor de
verdad, pudiendo ser esta verdadera o falsa.
Por ejemplo:

Hace calor, Es Lunes, etc.

Una sentencia del tipo: ¿Qué d́ıa es?, ¿tengo miedo?, etc. no son proposiciones
pues no podemos decir si son ciertas o no a diferencia de las anteriores.
Utilizaremos śımbolos para representar proposiciones, por ejemplo:

p : Pedro va a la escuela.

q : Es Martes.

r : Las rosas son rojas.

En el presente caṕıtulo utilizaremos letras minúsculas para representar proposi-
ciones y sus posibles valores de verdad se designan con las letras V (verdad)
y F (falso).

La TABLA DE VERDAD de una proposición p es simplemente los posibles
valores de verdad que esta puede asumir:

p

V

F

Este tipo de proposiciones se denominan proposiciones atómicas, otras como
ser: Hoy es Lunes y hace fŕıo se denominan compuestas pues su valor de
verdad depende del valor de verdad de las proposiciones Hoy es Lunes y
hace fŕıo.
Un momento de reflexión debeŕıa ser suficiente para notar que si es Verdad
que hoy es lunes y también que hace fŕıo podemos afirmar que la sentencia
Hoy es Lunes y hace fŕıo es verdadera, además este es el único caso en el cual
esta proposición es verdadera. Aśı dada las proposiciones p, q podemos formar
una nueva proposición: p y q, y considerar la siguiente tabla de posibilidades
ó TABLA DE VERDAD:



1.3. CONECTIVOS LÓGICOS 3

p q p ∧ q

V V V

V F F

F V F

F F F

Por ejemplo si p es falso y q verdad, es decir si no es lunes y hace calor la
sentencia Hoy es lunes y hace calor es falsa. Formalizaremos estas ideas a
continuación.

1.3. Conectivos Lógicos

En general se puede escribir una proposición como una colección de proposi-
ciones ATÓMICAS y formar a partir de estas últimas otras COMPUESTAS,
los enlaces para hacer este tipo de operaciones se denominan conectivos lógi-
cos y se pueden reducir a unas pocas que son esenciales y construir las otras
a partir de esas. El primer conectivo que consideraremos es:

1.3.1. La negación

Si p es una proposición ‘no p´ es también una proposición la cual denotaremos
con ‘∼ p´ , esta es tal que si p es verdadera ∼ p es falsa y si p es falsa, ∼ p
es verdadera.

Por ejemplo si p : llueve, entonces ∼ p: no llueve. Podemos representar los
valores de verdad de esta nueva proposición mediante la siguiente tabla:

p ∼ p

V F

F V

Se debe ser cuidadoso al momento de negar una proposición no solo basta
poner no antes de la oración, como por ejemplo:

p : las elecciones fueron violentas
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la proposición ∼ p será

∼ p : las elecciones NO fueron violentas

El conectivo ‘∼´ se denomina Negación.

1.3.2. Conjunción

Dos enunciados cualesquiera se pueden relacionar mediante el conectivo: y,
para formar un nuevo enunciado (compuesto). El cual se denomina CON-
JUNCIÓN , simbólicamente la conjunción de dos proposiciones p, q se deno-
tará con:

p ∧ q

el cual se lee p y q.
Los valores de verdad de p ∧ q se definen en la siguiente tabla de verdad:

p q p ∧ q

V V V

V F F

F V F

F F F

Notemos que la conjunción es verdadera solo en un caso, cuando los valores
de verdad de p y q son verdaderos.

Observación 1. Podemos combinar estos conectivos para obtener nuevas
proposiciones compuestas, algunas de estas son por ejemplo:

∼ p∧ ∼ q, p∧ ∼ p, p∧ ∼ q, ∼ p ∧ q, ∼ (p ∧ q).

Cada una de estas es una nueva proposición y podemos estudiar sus valores
de verdad viendo todas las posibilidades en una Tabla de verdad como las
anteriores. Veamos algunas de ellas:
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p q ∼ q p∧ ∼ q

V V F F

V F V V

F V F F

F F V F

La negación de esta nueva proposición tiene los siguientes valores de verdad
de acuerdo a los posibles valores de verdad de la proporciones p, q.

p q p∧ ∼ q ∼ (p∧ ∼ q)

V V F V

V F V F

F V F V

F F F V

Observación 2. En nuestro idioma la conjunción preserva la misma lógica
que el conectivo excepto en algunos casos como la siguiente proposición:

El paciente recibió la vacuna y murió

esta por supuesto es verdad si es verdad que el paciente recibió la vacuna y
murió, pero a causa de la vacuna. Por ejemplo si el paciente luego de recibir
la vacuna murió por una causa accidental, le cayó un piano, la proposición
es falsa y no se puede estudiar como una proposición del tipo p ∧ q.
Notemos que las tablas de verdad de p∧ q y q ∧ p son idénticas, sin embargo
no podemos decir que:

‘Metió un gol y murió´ Sea equivalente a ‘murió y metió un gol.´

Este tipo de ‘contradicciones´ surgen debido a que la lógica que trabajamos
no es herencia de nuestra cultura y por lo tanto idioma, aśı no nos queda
otra alternativa que ajustar nuestra lengua a esta forma de razonamiento.
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1.3.3. Disyunción

La Disyunción de dos proporciones p, q se define como la proposición

∼ (∼ p∧ ∼ q)

y se la denota como p ∨ q es decir: p ∨ q =∼ (∼ p∧ ∼ q).
Es claro que su tabla de verdad es la siguiente: (no necesitamos definir la
tabla de verdad de la disyunción pues conocemos la de la conjunción y aśı es
fácil deducirla.):

p q ∼ p∧ ∼ q ∼ (∼ p∧ ∼ q)

V V F V

V F F V

F V F V

F F V F

es decir

p q p ∨ q

V V V

V F V

F V V

F F F

Conceptualmente este conectivo nos dice que la nueva proposición p ∨ q es
verdadera solamente si alguna de las proporciones p ó q es verdadera. A
diferencia de la conjunción en donde ambas tienen que ser verdaderas.
Por ejemplo en la proposición Hoy es lunes o hace fŕıo basta que sea lunes
o que haga fŕıo para que la sentencia sea verdadera y el único caso en la que
es falsa es cuando no sea lunes y que no haga fŕıo.

1.3.4. Implicación

Uno de los más importantes conectivos lógicos es el de la implicación el cual
se define de la siguiente manera: p → q =∼ p ∨ q y se lee p implica q ó si
ocurre p entonces q. Veamos su tabla de verdad:
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p q ∼ p ∼ p ∨ q

V V F V

V F F F

F V V V

F F V V

Es decir

p q p → q

V V V

V F F

F V V

F F V

Notemos que el único caso en la cual la implicación es falsa en cuando p (La
hipótesis) es verdadera y q (La Tesis) es falsa.
La importancia de la implicación radica en su uso para el modelamiento
del razonamiento, esta nos dice que si nuestra hipótesis es correcta la única
forma de llegar a una conclusión (Tesis) falsa es que nuestro razonamientos
(la implicación) haya sido incorrecto (falso). Analizaremos esto con cuidado
más adelante.

1.3.5. Bicondicional

Este enunciado es de la forma p si y solamente q y se define como

p ↔ q = (p → q) ∧ (q → p)

La tabla de verdad de esta nueva proposición es la siguiente:

p q p → q q → p (p → q) ∧ (q → p) p ↔ q

V V V V V V

V F F V F F

F V V F F F

F F V V V V
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La nueva sentencia es verdadera solamente si ambas tienen el mismo valor
de verdad.

Observación 3. Una proposición muy útil es la negación de la bicondicional
también denominada DISYUNCIÓN EXCLUYENTE simbolizada por p∨q,
aśı

∼ (p ↔ q) = p∨q

Ejemplo 1. Determinar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones.

1. [(p →∼ q) ∧ p]∨(∼ p ∧ q).

2. [(∼ p∨ ∼ q) ∧ (p →∼ q)]∨ ∼ (∼ p ↔ q).

Solución.-

1. El conectivo principal es la disyunción excluyente

p q [(p → ∼ q) ∧ p] ∨ (∼ p ∧ q)

V V F F F F F F V

V F V V V V F F F

F V V F F F V V V

F F V V F V V F F

2. El conectivo principal es la disyunción:

p q [(∼ p ∨ ∼ q) ∧ (p → ∼ q)] ∨ ∼ (∼ p ↔ q)

V V F F F F F F V V F F V

V F F V V V V V V F F V F

F V V V F V V F V F V V V

F F V F V F V V V V V F F

notemos que es una tautoloǵıa.
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1.3.6. Ejercicios

1. Sea p :Hace fŕıo y q :Está lloviendo. Describir con un enunciado verbal
las siguientes proposiciones:

a) ∼ p.

b) p ∨ q.

c) q ∧ p.

d) p → q.

e) ∼ q →∼ p.

f ) ∼ p∨q.

g) p ↔∼ q.

2. Si p :El es alto y q :El es galán. Escribir los siguientes enunciados en
forma simbólica:

a) El es alto y galán.

b) El es alto pero no es galán.

c) El no es alto ni galán.

d) No es verdad que él es bajo o que no es galán.

3. Si el valor de verdad las proposiciones p, q, r, s son V, F, V, V respecti-
vamente, deducir el valor de verdad de las siguientes proposiciones;

a) p∨ ∼ (∼ r ∧ s)

b) ∼ p → (∼ q ↔ s)

c) p∨ ∼ (p∨ ∼ q)

d) [s∨ ∼ (p ∧ q)] → (r ∧ s)

4. Una proposición se denomina Tautoloǵıa si su valor de verdad es siem-
pre verdadero y Contradicción si su valor de verdad es siempre Falso.
Determinar cuales de las siguientes proposiciones son tautoloǵıas y con-
tradicciones.

a) ∼ p∨ ∼ (∼ p∧ ∼ p)

b) ∼ p → (p ↔ q)
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c) p∨ ∼ (p∨ ∼ q)

d) (p →∼ q) ∨ (p ∧ q)

5. Sabiendo que q ∨ p es verdad y que ∼ q es falso, determinar el valor de
verdad de

[(p ∨ q) ∧ q] →∼ q, [(∼ p∧ ∼ q) ∧ (r → q)] ∧ q

6. Determine el valor de verdad de los siguientes enunciados:

a) No es verdad que si 2 + 2 = 4 entonces 3 + 3 = 5 ó 1 + 1 = 2.

b) Si 2 + 2 = 4, entonces no es verdad que 2 + 1 = 3 y 5 + 5 = 8.

c) 2 + 7 6= 9 si y solo si, 2 + 1 = 5 implica 5 + 5 = 8.

d) Si ∼ (2 > 4) entonces o 1 + 1 = 2 ó ∼ (2 = 4).

e) Si 3 < 5, entonces −3 < −5.

7. Calcular la tabla de verdad de las siguientes proposiciones.

a) ∼ (p → q) →∼ p.

b) p → (p →∼ p)

c) [q ∨ ∼ (p →∼ q)]

d) (p ↔∼ r) →∼ (q∧ ∼ (p → r)).

8. Sabiendo que ∼ (r → p) es una proposición verdadera, hallar el valor
de verdad de las proposiciones:

a) (p∧ ∼ q) →∼ (s ∨ r).

b) [(∼ r ∨ q)∨ ∼ p ] → [∼ (p ∧ s)∨ ∼ r].

c) [(∼ p ∨ s) → (q∧ ∼ r)] ↔ ( p →∼ q).

1.4. Equivalencia Lógica

Diremos que dos proposiciones p, q son equivalentes o lógicamente equiva-
lentes si tienen los mismos valores de verdar (o la misma tabla de verdad) en
este caso escribiremos: p ≡ q.



1.5. LEYES LÓGICAS 11

Denotamos con P (p1, p2, ..., pn) una proposición compuesta por las proposi-
ciones p1, p2, ..., pn por ejemplo:

P (p, q) : p ∧ q.

Aśı, si las proposiciones P (p1, p2, ..., pn) y Q(p1, p2, ..., pn) son lógicamente
equivalentes escribiremos:

P (p1, p2, ..., pn) ≡ Q(p1, p2, ..., pn)

Notemos que P (p1, p2, ..., pn) ≡ Q(p1, p2, ..., pn) es equivalente a afirmar que
la los valores de verdad de P (p1, p2, ..., pn) ↔ Q(p1, p2, ..., pn) son siempre
(V) es decir es una tautoloǵıa.
Luego es fácil ver que las siguientes proposiciones son equivalencias lógicas:

1. p ≡∼ (∼ p).

2. p ∧ q ≡∼ (∼ p∨ ∼ q).

3. p ∨ q ≡∼ (∼ p∧ ∼ q).

4. p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p).

5. p → q ≡∼ p ∨ q.

Algunas equivalencias son particularmente útiles y se denominan Leyes lógi-
cas o leyes del álgebra de proposiciones.

1.5. Leyes lógicas

Diremos que una proposición compuesta P (p1, p2, ..., pn) es una Tautoloǵıa si
su valor de verdad siempre es verdadero, esto independientemente del valor
de verdad de p1, p2, ..., pn por ejemplo es fácil comprobar que p∨ ∼ p siempre
es verdad, independientemente del valor de p, aśı es una tautoloǵıa.

p ∼ p p∨ ∼ p

V F V

F V V
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Del mismo modo se dice que una proposición P (p1, p2, ..., pn) es una Con-
tradicción si su valor de verdad es siempre falso (F ), por ejemplo p∨ ∼ p
es una contradicción. Si dos proposiciones p, q son equivalentes entonces la
proposición

p ↔ q

es una tautoloǵıa aśı para probar que dos proposiciones son equivalentes
basta probar que la Bicondicional entre ambas es una tautoloǵıa. Es fácil
comprobar que las siguientes proposiciones son lógicamente equivalentes.

1. Ley conmutativa:

p ∨ q ≡ q ∨ p, p ∧ q ≡ q ∧ p

2. Ley asociativa:

(p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r), (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r)

3. Ley distributiva:

(p ∧ q) ∨ r ≡ (p ∨ r) ∧ (q ∨ r), (p ∨ q) ∧ r ≡ (p ∧ r) ∨ (q ∧ r)

4. Ley de idempotencia:

p ∧ p ≡ p, p ∨ p ≡ p

5. Ley del complemento:

p∨ ∼ p ≡ T, p∧ ∼ p ≡ C

6. Leyes de Identidad:

p ∨ C ≡ p, p ∧ C ≡ C,
p ∨ T ≡ T, p ∧ T ≡ p

7. Ley de la Doble negación:

∼ (∼ p) ≡ p
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8. Ley de Morgan:

∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q, ∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

9. Ley de Absorción:

p ∨ (p ∧ q) ≡ p, p ∧ (p ∨ q) ≡ p

10. Ley del contra rećıproco:

p → q ≡∼ q →∼ p

11. Ley de Implicación:

p → q ≡∼ p ∨ q.

12. Ley de Bicondicional:

p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p)

Para la demostración de estas Leyes Lógicas basta hacer la tabla de verdad.
Veamos por ejemplo la ley distributiva.

Ejemplo 2. Como tenemos tres proposiciones hay en total 23 = 8 posibili-
dades para los posibles valores de verdad de estas tres proposiciones:

p q r p∧ (q ∧ r) ↔ (p ∧ q) ∧r

V V V V V V V V

V V F F F V V F

V F V F F V F F

V F F F F V F F

F V V F V V F F

F V F F F V F F

F F V F F V F F

F F F F F V F F
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Aśı la proposición P (p, q, r) : (p ∧ q) ∧ r ↔ p ∧ (q ∧ r) tiene como único
valor de verdad V por lo tanto es una tautoloǵıa entonces hemos demostrado
la que

(p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r)

es una ley lógica.

Ejemplo 3. Veamos una de las leyes de identidad:

p C (p ∨ C) ↔ p

V F V V

F F F V

Aśı tenemos que p ∧ C ≡ p.

Ejemplo 4. Otra forma de demostrar estas propiedades es utilizando las
leyes lógicas ya demostradas. Para ilustrar esto vamos a demostrar la Ley
del contra rećıproco:

p → q ≡∼ q →∼ p

Empecemos a partir de

∼ q →∼ p ≡ ∼ (∼ q)∨ ∼ p L. Implicación

≡ q∨ ∼ p L. doble negación

≡ ∼ p ∨ q L. conmutativa

∼ q →∼ p ≡ p → q L. Implicación

Aśı hemos probado que

∼ q →∼ p ≡ p → q.

Una propiedad que suele ser bastante útil es:

Teorema 1. Si p, q son proposiciones entonces

p ∨ (∼ p ∧ q) ≡ p ∨ q, p ∧ (∼ p ∨ q) ≡ p ∧ q.

Demostración. Vamos a demostrar la primera equivalencia:
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p ∨ (∼ p ∧ q) ≡ (p∨ ∼ p) ∧ (p ∨ q) L. Distributiva

≡ T ∧ (p ∨ q) L. Comp.

≡ p ∨ q L. Comp.

p ∨ (∼ p ∧ q) ≡ p ∨ q

La segunda identidad es evidente y se deja para el lector.

1.5.1. Ejercicios

1. Determinar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones e indicar
cuales son tautoloǵıas.

a) p ∧ (∼ p ∨ q).

b) ∼ p ∨ (∼ p ∧ q).

c) ∼ [q∧ ∼ (p ∧ r)]

d) [(p →∼ q) ∧ p]∨(∼ p ∧ q).

e) [(∼ p∨ ∼ q) ∧ (p →∼ q)]∨ ∼ (∼ p ↔ q).

f ) [(∼ p ∨ q) ∧ (q → r)] →∼ (p∧ ∼ r)

2. Determinar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones e indicar
cuales son contradicciones.

a) [(∼ p ∧ q) →∼ r] ↔ [r∧ ∼ (p∨ ∼ q)].

b) [(p ∧ q) ∨ [p ∧ (∼ p ∨ q)]]∨ ∼ (p →∼ q).

3. Demostrar, usando las tablas de verdad la Ley de idempotencia, Ley
de Morgan y la Ley de absorción.

1.6. Algebra de Proposiciones

Dada una proposición compuesta a veces resulta conveniente escribirla de
una forma equivalente, para esto se utilizan las equivalencias lógicas que
estudiamos en la sección anterior. Por ejemplo:

Ejemplo 5. Dada la proposición ∼ (p ∧ q) ∧ (p → q) vamos a mostrar que
esta es equivalente a ∼ p:
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∼ (p ∧ q) ∧ (p → q) ≡ (∼ p∨ ∼ q) ∧ (p → q) L. de Morgan

≡ (∼ p∨ ∼ q) ∧ (∼ p ∨ q) L. Implicación

≡ ∼ p ∨ (∼ q ∧ q) L. Distrib.

≡ ∼ p ∨ C L. Comp.

≡ ∼ p L. Id.

Aśı podemos concluir que:

∼ (p ∧ q) ∧ (p → q) ≡∼ p (1.1)

si se quiere demostrar una equivalencia usando las leyes lógicas, suele ser
conveniente empezar del lado que en apariencia parece más complicada.

Ejemplo 6. Demostrar que (∼ p → q)∨ ∼ (p∧ ∼ q) ≡ q.

Solución.-

(∼ p → q)∨ ∼ (p∧ ∼ q) ≡ [∼ (∼ p) ∨ q] ∨ [∼ p∨ ∼ (∼ q)] L.I. y L.M.

≡ (p ∨ q) ∨ (∼ p ∨ q) L. Doble Negación.

≡ (p∨ ∼ p) ∨ (q ∨ q) L.As. y L. Conm.

≡ T ∨ q L.Cm.

≡ q L. Id.

∴ (∼ p → q)∨ ∼ (p∧ ∼ q) ≡ q.

Observación 4. Notemos que en (p∨ q)∨ (∼ p∨ q) todos los conectivos son
la disyunción, aśı por la propiedad conmutativa y asociativa se obtiene

p ∨ q) ∨ (∼ p ∨ q) ≡ (p∨ ∼ p) ∨ (q ∨ q)

Ejemplo 7. Simplificar ∼
[
(p ∨ q) ∧ (∼ p →∼ q)

]
.

Solución.-
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∼
[
(p ∨ q) ∧ (∼ p →∼ q)

]
≡ ∼ (p ∨ q)∨ ∼ (p∨ ∼ q) L.M. y L.Im.

≡ (∼ p∧ ∼ q) ∨ (∼ p ∧ q) L.M.

≡ ∼ p ∧ (∼ q ∨ q) L.D.

≡ ∼ p ∧ T L.Cm.

≡ ∼ p L. Id.

∴∼
[
(p ∨ q) ∧ (∼ p →∼ q)

]
≡∼ p.

Ejemplo 8. Simplificar [∼ (p ∨ q)∧ ∼ q] → [(p∧ ∼ q)∨ ∼ q]. Veamos:

[∼ (p ∨ q)∧ ∼ q] → [(p∧ ∼ q)∨ ∼ q] ≡ [∼ (p ∨ q)∧ ∼ q] →∼ q L. Abs.

≡ [(∼ p∧ ∼ q)∧ ∼ q] →∼ q L. Morgan

≡ [∼ p ∧ (∼ q∧ ∼ q)] →∼ q L. As.

≡ (∼ p∧ ∼ q) →∼ q L. Idem.

≡ ∼ (∼ p∧ ∼ q)∨ ∼ q L. I.

≡ (p ∨ q)∨ ∼ q L. M.

≡ p ∨ (q∨ ∼ q)

≡ p ∨ T

≡ T

Luego la proposición [∼ (p ∨ q)∧ ∼ q] → [(p∧ ∼ q)∨ ∼ q] es equivalente a T
y podemos escribir:

[∼ (p ∨ q)∧ ∼ q] → [(p∧ ∼ q)∨ ∼ q] ≡ T.

Por supuesto las equivalencias lógicas que enunciamos en la sección anterior
solo son las más comunes, todas las equivalencias demostradas son también
leyes lógicas. Las siguientes son bastante útiles

Teorema 2. Si p, q son proposiciones, entonces

1. p∨q ≡ (p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p).

2. p∨q ≡ (p ∨ q)∧ ∼ (p ∧ q).
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Demostración. Vamos a probar la primera propiedad:

p∨q ≡ ∼ (p ↔ q) Definición de ∨.

≡ ∼ [(p → q) ∧ (q → p)] Def. de ↔
≡ ∼ (p → q)∨ ∼ (q → p) L.M.

≡ ∼ (∼ p ∨ q)∨ ∼ (∼ q ∨ p) L.I.

≡ (p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p) L.M y L.DN.

Notemos que con esto hemos demostrado la primera equivalencia del teorema.
Para la la segunda continuamos con:

p∨q ≡ (p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p) Teorema 2(1)

≡ [(p∧ ∼ q) ∨ q] ∧ [(p∧ ∼ q)∨ ∼ p] L.D.

≡ (p ∨ q) ∧ (∼ q ∨ ∼ p) Teorema 1

≡ (p ∨ q)∧ ∼ (q ∧ p) L.M.

con lo que hemos terminado la demostración.

Ejemplo 9. Simplificar ∼ (r → p)∨
[
(r∧ ∼ p) ∨ r

]
.

Solución.-

∼ (r → p)∨
[
(r∧ ∼ p) ∨ r

]
≡ ∼ (r → p)∨ r L.Abs.

≡ (r∧ ∼ p)∨ r L.M. y L.Imp.

Ahora por el T. 2 (2) que acabamos de demostrar tenemos:

(r∧ ∼ p)∨ r ≡
[
(r∧ ∼ p) ∨ r

]
∧ ∼

[
(r∧ ∼ p) ∧ r

]

≡ r∧ ∼ [ (r ∧ r)∧ ∼ p] L.Abs.

≡ r∧ ∼ (r∧ ∼ p)

≡ r ∧ (∼ r ∨ p) L.M.

≡ r ∧ p T.1.

∴∼ (r → p)∨
[
(r∧ ∼ p) ∨ r

]
≡ r ∧ p.
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1.6.1. Ejercicios

1. Demostrar que

a) (p∨ ∼ q) ∧ (p ∨ q) ≡ p.

b) (∼ p ∧ r) ∨ (∼ p∧ ∼ r) ≡∼ p

c) [(p ∨ r) → q] ∧ [(∼ p∧ ∼ r)∨ ∼ q] ≡∼ p∧ ∼ r

d) (p ∨ q)∨ ∼ q ≡ T

e) (p ∨ q) ∨ p ≡ T

f ) (p∧ ∼ q) ∧ (∼ q∧ ∼ p) ≡ C.

2. Demostrar que:

a) (∼ p∨ ∼ q) → p ≡ p

b) [(p →∼ q) ∧ (∼ q ∨ p)]∨(∼ p∧ ∼ q) ≡∼ q ∧ p

c) [(∼ q →∼ r)∧ ∼ (∼ p ∨ r)] → (p∧ ∼ r) ≡ T

d) (p∨ ∼ q) ∧ (∼ p →∼ q) ≡ p∨ ∼ q

e) [∼ p∨(∼ r∨ p)] ∧ [∼ (∼ q ∨ p) → (p∧ ∼ q)] ≡ (p ∨ r)∧ (p∨ ∼ q).

f ) (∼ q∨ p) ∧ (p∨ ∼ r) ∧ (p∨ r) ∧ (q∨ r) ≡ C.

3. Simplificar las siguientes proposiciones:

a) ∼ [p ∧ (∼ p → (r∨ ∼ q))] → (∼ p∧ ∼ q).

b) ∼ [p ∧ (q∨ ∼ p)] →∼ (p ↔∼ q).

c) [p → (∼ p →∼ q)]∨ [∼ q ↔ (p∧ ∼ q)].

4. Simplificar los siguientes enunciados:

a) No es verdad que, las rosas son rojas implica que las violetas son
azules.

b) No es verdad que, hace frio y esta lloviendo.

c) No es verdad que, hace fŕıo o que esta lloviendo.

d) No es verdad que, las rosas son rojas si y solo si las violetas son
azules.
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1.7. Circuitos Lógicos

Supongamos que se tiene una conexión de corriente eléctrica del siguiente
tipo

si además ponemos un interruptor en la conexión por ejemplo

podemos observar dos estados, encendido y apagado:

Este comportamiento es similar al de una proposición, entonces diremos que
si p es una proposición,el circuito asociado a esta proposición es

p

Aśı los conectivos lógicos se pueden modelar del siguiente modo:

p

q

pvq

p q

p q
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Un circuito en serie para la conjunción y un circuito en paralelo para la
disyunción. Por ejemplo la proposición p ∧ (∼ p∨ ∼ q) se puede representar
como

q

p

p

y puesto que p ∧ (∼ p∨ ∼ q) ≡ p∧ ∼ q por el T.1 entonces este circuito es
equivalente a

p q

Los demás conectivos se pueden representar considerando que p → q ≡∼ p∨q
es decir

p

q q q

p p

qp
qp

Ejemplo 10. Consideremos la siguiente proposición

∼ p ∧ [∼ q → (p∨ ∼ q)]

esta se pude representar mediante el siguiente circuito:

q

p

p

q
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pues ∼ p ∧ [∼ q → (p∨ ∼ q)] ≡∼ p ∧ [q ∨ (p∨ ∼ q)] simplificando tenemos
que

∼ p ∧ [q ∨ (p∨ ∼ q)] ≡ ∼ p ∧ [(q∨ ∼ q) ∨ p] L. As.

≡ ∼ p ∧ [T ∨ p] L.Comp.

≡ ∼ p ∧ T L. Comp.

≡ ∼ p

aśı el circuito anterior es equivalente a

p

Ejemplo 11. Notemos que

[p ∧ (q ∨ r)] ∨ [∼ p ∨ (q∧ ∼ r)] ≡ [p ∧ (q ∨ r)]∨ ∼ p ∨ (q∧ ∼ r),

el circuito asociado a esta proposición es:

rq

q

p

r

p

Simplificando tenemos:

[p ∧ (q ∨ r)]∨ ∼ p ∨ (q∧ ∼ r) ≡ (q ∨ r)∨ ∼ p ∨ (q∧ ∼ r) T.1

≡ (r ∨ q) ∨ (q∧ ∼ r)∨ ∼ p L.As., L.C.

≡ r ∨ [q ∨ (q∧ ∼ r)]∨ ∼ p L.As., L.C.

≡ r ∨ q∨ ∼ p L.Ab.



1.7. CIRCUITOS LÓGICOS 23

Ejemplo 12. Sea la proposición

[∼ p ∧ (q∨ ∼ q)] → [∼ (p ∨ q) ∨ (q∧ ∼ p)]

notemos que si:

[∼ p ∧ (q∨ ∼ q)] → [∼ (p ∨ q) ∨ (q∧ ∼ p)]

≡∼ [∼ p ∧ (q∨ ∼ q)] ∨ [(∼ p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p)]

≡ [p ∨ (∼ q ∧ q)] ∨ [(∼ p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p)]

≡ p ∨ (∼ q ∧ q) ∨ (∼ p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p)

entonces el circuito asociado a esta proposición es:

p

q q

p q

q p

simplificando la última expresión tenemos:

p ∨ (∼ q ∧ q) ∨ (∼ p∧ ∼ q) ∨ (q∧ ∼ p) ≡ p ∨ C ∨ [∼ p ∧ (∼ q ∨ q)] L.C, L.D

≡ p ∨ (∼ p ∧ T ) L.C, L.I.

≡ p∨ ∼ p

≡ T

1.7.1. Ejercicios

1. Construir los circuitos lógicos de las siguientes proposiciones y simpli-
ficarlos:

a) p∨q.
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b) [(∼ p∨ ∼ q) ∧ q] ∨ (∼ p ∨ q)

c) [p ∧ (q ∨ r)] ∨ [∼ p ∨ (q∧ ∼ r)]

d) [∼ p ∧ (q∨ ∼ q)] → [∼ (p ∨ q) ∨ (q∧ ∼ p)]

e) [(∼ p ∨ q)∧ ∼ q] ∧ [(∼ p ∨ q)∧ ∼ p]

2. Escriba la proposición asociada a cada una de los siguientes circuitos y
simplificar.

p

p

r

q

r
a)

p

q

qp q

q

p

p

b)

p

q

qp q

q

p

p

c)
p q p
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q
p q

d)

p

q

p p

q

p

q

r

p q
e)

p

q

p

p

q

p

q

p

r

rf)

p

q

p

p

p

q

p

r

p

1.8. Razonamiento Deductivo Válido

Dada una proposición de la forma

P (p1, p2, ..., pn) → Q(p1, p2, ..., pn)

Que es una tautoloǵıa, esta se denomina un Razonamiento deductivo válido
(RDV) o una Regla de inferencia.
Analicemos por un momento una tautoloǵıa de este tipo.
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Si P fuese verdadera entonces al ser P → Q una tautoloǵıa la única opción
que le queda a Q es ser verdadera (ver la tabla de verdad de la implicación).

p q p → q
V V V
V F F

Esta es precisamente la forma que se necesita para modelar una demostración
en matemática es decir si partimos de proposiciones verdaderas (teoremas,
axiomas, etc.) y a través de un RDV logramos concluir Q entonces esta tiene
que ser verdadera. Ah́ı radica una de las principales importancia acerca de
los DRV’s.
Llamaremos al antecedente la hipótesis y al consecuente la tesis o conclusión.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 13. Sea la proposición (p ∧ q) → p. Vamos a demostrar que es un
RDV.
Para empezar notemos que el antecedente o hipótesis es: (p ∧ q) y el conse-
cuente o Tesis es: p
Entonces para demostrar que (p ∧ q) → p es un RDV basta ver que es una
tautoloǵıa:

p q (p ∧ q) → p

V V V V

V F V V

F V V V

F F F V

Por supuesto esta no es la única forma también podŕıamos a ver procedido
de la siguiente forma:

(p ∧ q) → p ≡ ∼ (p ∧ q) ∨ p L. Implicación

≡ (∼ p∨ ∼ q) ∨ p L. Morgan

≡ (∼ p ∨ p) ∨ q L. Asoc.

≡ T ∨ q L. Iden.

≡ T L. Iden.
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A continuación daremos algunas notaciones a fin de facilitar el trabajo con
los RDV. Si la proposición

P (p1, p2, ..., pn) → Q(p1, p2, ..., pn)

es un RDV entonces se suelen utilizar las siguiente notaciones:

P (p1, p2, ..., pn)

∴ Q(p1, p2, ..., pn)

ó de manera alternativa

{P (p1, p2, ..., pn)} ⊢ Q(p1, p2, ..., pn) (1.2)

Si

P (p1, p2, ..., pn) ≡ p1 ∧ p2 ∧ ... ∧ pn

es la conjunción de dos o más proposiciones entonces se suele denotar:

p1

...

pn

∴ Q(p1, p2, ..., pn)

ó usando la notación (1.2) podemos escribir

{p1, p1, . . . pn} ⊢ Q(p1, p2, ..., pn)

Al igual que en el algebra de proposiciones existen algunos RDV elemen-
tales, los cuales nos ayudan a probar que otras proposiciones también son
RDV, sin necesidad de diseñar las tablas de verdad. ni mostrar que son tau-
toloǵıas usando las leyes lógicas. Estas se denominan Reglas de Inferencia,
las principales son:
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Modus Ponendo Ponens(P.P.) Modus Tollendo Tollens (T.T.)

p → q

p

∴ q

p → q

∼ q

∴ ∼ p

Silogismo Hipotético (S.H.) Silogismo Disyuntivo (S.D.)

p → r

r → q

∴ p → q

p ∨ q

∼ p

∴ q

Regla de Conjunción (R.C.) Regla de Simplificación (R.S.)

p

q

∴ p ∧ q

p ∧ q

∴ p

Regla de Contradicción (R.D.C.) Regla de Dem. por Casos (R.Cs.)

∼ p → C

∴ p

p → r

q → r

∴ (p ∨ q) → r

Dilema Constructivo (D.C.) Dilema Destructivo (D.D.)

p → r

q → s

p ∨ q

∴ r ∨ s

p → r

q → s

∼ r∨ ∼ s

∴ ∼ p∨ ∼ q

Regla de Adición (R.A.) Regla de Dem. por casos (R.D.Cs.)

p

∴ p ∨ q

p → (q → r)

p ∧ q

∴ r
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Cada una de estas es un RDV, la demostración se la puede realizar a través
de la elaboración de una tabla de verdad o bien usando las leyes lógicas: Por
ejemplo ya mostramos que (p ∧ q) → p ≡ T es decir hemos demostrado la
ley de simplificación,que en términos de la notación para RDV se escribe:

p ∧ q

∴ p

ó de manera alternativa {p, q} ⊢ p.

Ejemplo 14. Para demostrar la REGLA DEL DILEMA CONSTRUCTIVO
notemos primero que:

p → r

q → s

p ∨ q

∴ r ∨ s

≡ [(p → r) ∧ (q → s)] ∧ (p ∨ q) → (r ∨ s)

de acuerdo a la notación que definimos. Entonces para mostrar que este es
efectivamente un RDV tenemos que mostrar que

[(p → r) ∧ (q → s) ∧ (p ∨ q)] → (r ∨ s)

es una tautoloǵıa veamos:

[(p → r) ∧ (q → s) ∧ (p ∨ q)] → (r ∨ s) ≡ ∼ [(∼ p ∨ r) ∧ (∼ q ∨ s) ∧ (p ∨ q)] ∨ (r ∨ s)

≡ (p∧ ∼ r) ∨ (q∧ ∼ s) ∨ (∼ p∧ ∼ q) ∨ (r ∨ s)

≡ [(p∧ ∼ r) ∨ r] ∨ [(q∧ ∼ s) ∨ s] ∨ (∼ p∧ ∼ q)

≡ (p ∨ r) ∨ (q ∨ s) ∨ (∼ p∧ ∼ q)

≡ (r ∨ q ∨ s) ∨ [p ∨ (∼ p∧ ∼ q)]

≡ (r ∨ q ∨ s) ∨ (p∨ ∼ q)

≡ r ∨ s ∨ p ∨ (q∨ ∼ q)

≡ r ∨ s ∨ p ∨ T

≡ T
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Aśı queda demostrado que es un RDV.

Del mismo modo se puede probar que todas son un RDV.

Otra forma de demostrar que una proposición compuesta es un RDV es
utilizar los RDV ya conocidos: Vamos a demostrar REGLA DEL DILEMA
DESTRUCTIVO (DD):

1. p → r

2. q → s

3. ∼ r∨ ∼ s

4. ∼ r →∼ p 1, LCR

5. ∼ s →∼ q 2, LCR

6. ∴∼ p∨ ∼ q, 4,5,3, LDC.

Ejemplo 15. Demostrar que las siguientes conclusiones son correctas:

a) v →∼ p
p∧ ∼ t
s → t
q → u
s ∨ (q ∧ r)

∴ u∧ ∼ v

b) r → q
∼ s → (t ∧ u)
p∧ ∼ q
(p ∧ t) → v
r∨ ∼ s

∴ v ∧ u

c) v →∼ u
p∧ ∼ q
(∼ v ∨ m) → (r ∧ t)
q ∨ w
p → (u∨ ∼ w)

∴ r ∨ s

Solución.-
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1. v →∼ p
2. p∧ ∼ t
3. s → t
4. q → u
5. s ∨ (q ∧ r)
6. p 2, RS
7. ∼ v 1, 6 MT
8. ∼ t 2 RS
9. ∼ s 3, 8 MT
10. q ∧ r 5, 9 SD
11. q 10, RS
12. u 11, 4 MP
13. u∧ ∼ v 11, 7 RC

1. r → q
2. ∼ s → (t ∧ u)
3. p∧ ∼ q
4. (p ∧ t) → v
5. r∨ ∼ s
6. p 3, RS
7. ∼ q 3, RS
8. ∼ r 1, 7, MT
9. ∼ s 5, 8 SD
10. t ∧ u 2, 9, MP
11. t 10, RS
12. p ∧ t 11, 6 RC
13. v 4, 12, MP
14. u 10, RS
15. v ∧ u 13, 14 RC

1. v →∼ u
2. p∧ ∼ q
3. (∼ v ∨ m) → (r ∧ t)
4. q ∨ w
5. p → (u∨ ∼ w)
6. p 2, RS
7. ∼ q 2, RS
8. u∨ ∼ w 6, 5 MP,
9. w 4, 7, SD
10. u 9, 8, SD
11. ∼ v 10, 1, MT
12. ∼ v ∨ m 11, R.Ad.
13. r ∧ t 3, 12, MP
14. r 13, RS
15. r ∨ s 14, R.Ad.

Una técnica muy útil para hacer estos razonamientos se basa en el siguiente
teorema:

Teorema 3. Si p1, p2, ..., pk, p, q son proposiciones entonces

(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pk) → (p → q) ≡ (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pk ∧ p) → q
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Demostración.

(p1 ∧ p2 ∧ ... ∧ pk) → (p → q) ≡ ∼ (p1 ∧ p2 ∧ ... ∧ pk) ∨ (p → q)

≡(∼ p1∨ ∼ p2 ∨ ...∨ ∼ pk) ∨ (∼ p ∨ q)

≡(∼ p1∨ ∼ p2 ∨ ...∨ ∼ pk∨ ∼ p) ∨ q

≡ ∼ (p1 ∧ p2 ∧ ... ∧ pk ∧ p) ∨ q

≡(p1 ∧ p2 ∧ ... ∧ pk ∧ p) → q

El T.3 es útil en el siguiente sentido: Si queremos demostrar que

(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pk) → (p → q)

es un RDV, es equivalente demostrar que

(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pk ∧ p) → q

es un RDV. es decir:

p1

p2

p3
...
pn

∴ p → q

≡

p1

p2
...
pn

p
∴ q

Muchas veces es más fácil probar esto último. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 16. Vamos a demostrar que {p → (q ∧ t), p∨ r} ⊢ ∼ (r ∨ s) → q
es decir queremos demostrar que:

1. p → (q ∧ t)
2. p ∨ r
∴ ∼ (r ∨ s) → q

por el Teorema 3 esto es equivalente a probar que
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1. p → (q ∧ t)
2. p ∨ r
3. ∼ (r ∨ s)
∴ q

entonces podemos proceder de la siguiente manera:

1. p → (q ∧ t)
2. p ∨ r
3. ∼ (r ∨ s)
4. ∼ r∧ ∼ s 4,LM
5. ∼ r 4, R.S.
6. p 2,5 S.D.
7. q ∧ t 1, 6, M.P.
8. ∴ q 7, R.S.

por lo tanto hemos probado que {p → (q ∧ t), p ∨ r} ⊢∼ (r ∨ s) → q es un
razonamiento deductivo válido.

Observación 5. La regla de demostración por contradicción (RDC) merece
algún comentario adicional. Recordemos que esta regla afirma que

∼ p → C
∴ p

Supongamos que queremos demostrar que {p1, p2, . . . , pn} ⊢ p la regla nos
dice que si probamos

{p1, p2, . . . , pn} ⊢∼ p → C (1.3)

entonces podemos deducir p, pero notemos que, por el T. 3 probar (1.3) es
equivalente a probar

{p1, p2, . . . , pn,∼ p} ⊢ C (1.4)

aśı para probar la tesis p podemos suponer ∼ p como una hipótesis adicional
y concluimos la demostración cuando deducimos una contradicción (C), que
por lo general es de la forma P∧ ∼ P .

Veamos un ejemplo para aclarar ideas: Vamos a probar:

p → (q ∧ t)
p ∨ r
∼ (r ∨ s)

∴ q
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usaremos la RDC, para esto asumimos la negación de la Tesis como una
hipótesis adicional, y nuestro objetivo es concluir una contradicción C, es
decir

p → (q ∧ t)
p ∨ r
∼ (r ∨ s)
∼ q

∴ C

la conclusión (C) que buscamos por lo general aparecerá de la forma P∧ ∼ P

1. p → (q ∧ t)
2. p ∨ r
3. ∼ (r ∨ s)
4. ∼ q
5. ∼ r 3, LM y R.S.
6. p 5,2 SD.
7. ∼ q∨ ∼ t 4, LAd.
8. ∼ (q ∧ t) 7, LM.
9. ∼ p 1,8, TT.
10. ∼ p ∧ p ≡ C 6,9 RC.
∴ C

por lo tanto usando la RDC esto es equivalente a demostrar

p → (q ∧ t)
p ∨ r
∼ (r ∨ s)

∴ q

Veamos algunos ejemplos más:

Ejemplo 17. Demostrar

p → q
∼ p → r
∼ r

∴ q

p ∨ q
r →∼ s
p → r
t →∼ s
p ∨ t
q → s

∴ r
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Solución.-

1. p → q
2. ∼ p → r
3. ∼ r
4. ∼∼ p 2,3 TT
5. p 4 LDN
∴ q 1,5 MP

1. p ∨ q
2. r →∼ s
3. p → r
4. t →∼ s
5. p ∨ t
6. q → s
7. r∨ ∼ s 3,4,5 DC
8. ∼ r∨ ∼ s 2, LI
9. ∼ s 8,7 RC, LD
10. ∼ q 6,9, MT
11. p 1,10, SD
12. ∴ r 3,11,MP

Ejemplo 18. Demostrar que los siguientes son razonamientos deductivos
válidos

a) {p → (q ∧ t), p ∨ r, ∼ (r ∨ s)} ⊢ q

b) {p ∨ q, p → r, r → s, q → s, (s ∨ t) → u, p →∼ u, } ⊢ q

Solución.- Es decir queremos probar que:

p → (q ∧ t)
p ∨ r
∼ (r ∨ s)

∴ q

p ∨ q
p → r
r → s
q → s
(s ∨ t) → u
p →∼ u

∴ q

veamos entonces
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1. p → (q ∧ t)
2. p ∨ r
3. ∼ (r ∨ s)
4. ∼ r∧ ∼ s 4,LM
5. ∼ r 4, LS
6. p 2, SD
7. q ∧ t 1,6, MP
8. ∴ q 7,LS

1. p ∨ q
2. p → r
3. r → s
4. q → s
5. (s ∨ t) → u
6. p →∼ u
7. r ∨ s 1,2,4 DC
8. ∼ r ∨ s 3, LI
9. s 7,8, RC, LD
10. s ∨ t 9, RAd
11. u 10, 5, MP
12. ∼ p 11, 6, MT
12. ∴ q 12,1, SD

1.8.1. Ejercicios

1. Demostrar que los siguientes son razonamientos deductivos válidos

a) {r →∼ t, s → r, s} ⊢∼ t.

b) {a → (b ∧ d), b ∧ d → c, a} ⊢ c.

c) {∼ p →∼ q, ∼ p, ∼ q → r} ⊢ r.

2. Simbolizar cada uno de los siguientes razonamientos y demostrarlos

a) Si 2 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 1.
Si 3 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 0.
2 es mayor que 1.
Por lo tanto, 3 es mayor que 0.

b) a + 1 = 2.
Si a + 1 = 2 entonces b = 1 + 2.
Si b + 1 = 2 entonces a = b.
Por lo tanto a = b.

c) Esta ley será aprobada en esta sesión si y solo si es apoyada por
la mayoŕıa. Es apoyada por la mayoŕıa o el gobernador se opone a
ella. Si el gobernador se opone a ella, entonces será pospuesta en
las deliberaciones del comité. Por lo tanto, est ley será aprobada
en esta sesión o será pospuesta en las deliberaciones del comité.
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d) Un ĺıquido es un ácido si y solo si colorea de azul el papel de
tornasol rojo. Un ĺıquido colorea de azul el papel de tornasol rojo
si y solo si contiene iones de hidrógeno libres. Por lo tanto, un
ĺıquido es un ácido si y solo si contiene iones de hidrógeno libres.

3. Demostrar que los siguientes son razonamientos deductivos válidos

a) {s →∼ t, t, ∼ s → r} ⊢ r.

b) {p → s, ∼ s, ∼ p → t} ⊢ t.

c) {s → (p ∨ q), s, ∼ p} ⊢ q.

d) {p ∧ r, p → s, r → t} ⊢ s ∧ t.

e) {s ∧ p, q∨ ∼ r, s → r} ⊢ q ∧ p.

f ) {t → r, r →∼ s, t} ⊢ ∼ s.

g) {∼ q ∨ s, ∼ s, ∼ (r ∧ s) → q} ⊢ r.

h) {v →∼ p, p∧ ∼ t, s → t, q → u, s ∨ (q ∧ r)} ⊢ u∧ ∼ v.

4. Demostrar que las siguientes conclusiones son correctas:

a) v →∼ p
p∧ ∼ t
s → t
q → u
s ∨ (q ∧ r)

∴ u∧ ∼ v

b) r → q
∼ s → (t ∧ u)
p∧ ∼ q
(p ∧ t) → v
r∨ ∼ s

∴ v ∧ u

c) v →∼ u
p∧ ∼ q
(∼ v ∨ m) → (r ∧ t)
q ∨ w
p → (u∨ ∼ w)

∴ r ∨ s

5. Demostrar que las siguientes conclusiones son correctas:

i) a = b ∨ a < b
(a < 3 ∧ b = a + 1) → b 6= 8
a = 3 ∨ b = 8
a 6= b ∧ b = a + 1
∼ (a < 3) →∼ (a < b)

∴ a = 3 ∨ b < 2

ii) b 6> 2 → a 6> 2
a 6> 5 ∨ b 6= 2
a = b + 3 ∧ b < 4
(b > 2 ∧ b < 4) → a > 5
a 6= b + 3 ∨ a > 2

∴ b 6= 2
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iii) a 6= 7 →∼ (c > a)
a < 6 ∨ a = 3
a = 3 → c > a
a < 6 → c > a
a = 5 ∨ a 6= 7

∴ a = 5 ∨ c > 5

iv) a > b ∨ b = 3
a > 4 → b 6> 1
a > b → a > 4
a = b → b 6> 1
a > b ∨ a = b
b = 3 → b > 1

∴ a > 4

6. Establecer si el argumento es válido o no.

a) Si voy en auto a mi trabajo, entonces llegaré cansado. Yo no voy
en auto a mi trabajo. Por lo tanto no llegaré cansado

b) Me volveré famoso o no me convertiré en escritor. Me convertiré en
escritor, por lo tanto me volveré famoso

c) Si lo intento con ah́ınco y tengo talento, me convertiré en músico.
Si me convierto en músico, entonces seré feliz. Luego si no voy a
ser feliz, entonces no intentaré con ah́ınco o no tengo talento

La lógica, palabra derivada del griego clásico ”logos”(la razón, principio que
gobierna al Universo), son las reglas usadas para hacer deducciones créıbles.
Podŕıamos situar el comienzo de la aportación de la Ingenieŕıa a la Lógica
en 1938, cuando Claude E. Shannon (más tarde famoso por su Teoŕıa de la
Información) observo que las funciones realizadas por circuitos combinato-
rios, inicialmente construidos con relés, se pod́ıan representar con la notación
simbólica del algebra de Boole. A mediados de la década de los 50, D.A. Huff-
man extendió este trabajo a los circuitos secuenciales, lo cual dio origen al
desarrollo de la teoŕıa de maquinas de estados finitos. La contribución de
la Lingǘıstica llega a finales de los 50. Noam Chomsky, con su teoŕıa de las
gramáticas formales, establece las bases de la lingǘıstica matemática e inicia
el camino hacia la formalización en la descripción de los lenguajes naturales.
Al mismo tiempo, se estaba trabajando en la especificación de la sintaxis
de lenguajes de programación de ordenadores: Backus adaptó algunos tra-
bajos de E. Post a tales especificaciones y obtuvo una notación que era una
variante de las gramáticas libres de contexto de Chomsky. Por otra parte,
el estudio de las clases de lenguajes generados por las gramáticas formales
y el estudio de las maquinas de estados finitos llevó al establecimiento de
una relación inmediata y sorprendente: los mismos fenómenos aparećıan de
forma independiente en ambos campos, de manera que se pod́ıan establecer
isomorfismos entre ambos modelos.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Conjuntos

En este caṕıtulo vamos a estudiar la noción de conjuntos, para lo cual uti-
lizaremos las ideas de la Lógica simbólica.

2.1. Conjuntos

Diremos que un conjunto es una colección de elementos, si A es un conjunto
y a es un elemento de A escribiremos

a ∈ A que se lee ”a pertenece al conjunto A”.

Y si a no es un elemento del conjunto A entonces ∼ (a ∈ A) ≡ a 6∈ A.
Por ejemplo N es el conjunto de los números naturales y 1 ∈ N, 2 ∈ N.
Los conjuntos se pueden representar de las siguientes maneras:

2.1.1. Por Extensión

Un conjunto esta representado por Extensión si se representan todos sus
elementos expĺıcitamente, por ejemplo:

1. A = {a, b, c, d, e, f}
2. B = {1, 2, 3, 4}
3. C = {♦,♥,♠, z}

el problema de esta representación es que la cantidad de elementos que debe
tener el conjunto para poder representarlo debe ser finita y en una cantidad
reducida.

39
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2.1.2. Por comprensión

Un conjunto esta representado por comprensión si se da una regla expĺıcita
o impĺıcita mediante la cual se generan sus elementos ó una propiedad que
los caracteriza completamente. Por ejemplo:

1. N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ...}
2. B = {a, b, c, d, e, f, g, h, ...}
3. C = {2, 3, 5, 7, 11, 13, ...}

son conjuntos en los cuales la regla de generación queda impĺıcita. Aśı debe
ser claro que 7 ∈ N, i ∈ B, 17 ∈ C. Los conjuntos:

1. A = {Fn : Fn−1 + Fn−2, F0 = 0, F1 = 1, n ∈ N}.
2. B = {an : an = (−1)n2n, n ∈ N}.

Están dados a partir de una regla que genera sus elementos. Resulta claro
que para el conjunto A:

0 ∈ A,1 ∈ A

0 + 1 =1 ∈ A

1 + 1 =2 ∈ A

2 + 1 =3 ∈ A

3 + 2 =5 ∈ A

...

entonces podemos afirmar: A = {0, 1, 1, 2, 3, 5, ...}
Del mismo modo para el conjunto B podemos ver que:

n = 1 → a1 = (−1)1 · 21 = −2 ∈ B
n = 2 → a2 = (−2)2 · 22 = 4 ∈ B
n = 3 → a3 = (−3)3 · 23 = −8 ∈ B

...
...

...
...

...

Aśı podemos escribir B = {−2, 4,−8, 16, ...}.
También se los puede representar mediante una propiedad que caracterice a
sus elementos. Por ejemplo

{x ∈ N : n es un número primo}
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Dada una proposición abierta p(x) cuyo conjunto universal es U (es decir el
conjunto de elementos para los cuales p(x) es una proposición ó en el cual
nos interesa a p(x) como una proposición), podemos definir el conjunto:

A = {x ∈ U : p(x) es verdad } (2.1)

por ejemplo si p(x) : x < 4 y su conjunto universal es N entonces

A = {x ∈ N : x < 4} = {1, 2, 3}

Ejemplo 19. Veamos algunos ejemplos:

1. M = {x ∈ N : ∃k ∈ N, x = 3k} = {3, 6, 9, 12, ....} el conjunto de los
múltiplos de tres

2. P = {x ∈ N : xtiene exactamente dos divisores positivos}
= {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ...} el conjunto de los números primos.

El conjunto universal (de discurso) se refiere al conjunto de todos elementos
que se consideran en un determinado tema de estudio, por ejemplo dada la
proposición abierta

x2 + y2 = z2

podemos considerar como su conjunto universal: Z si la vemos en el ámbito
de la aritmética, R si la vemos el cálculo de varias variables ó C en el cálculo
de variable compleja.

Notación 1. Denotaremos con U el conjunto universal (de discurso). Cuan-
do se sobre entienda el conjunto universal al cual nos referimos escribiremos

{x ∈ U : p(x)} = {x : p(x)}

Ejemplo 20. En los siguientes conjuntos el conjunto universal es Z

1. A = {x : x2 − 1 = 1} = {−2, 2}

2. B = {x : x 6= x}

3. C = {x : −2 < x ≤ 6} = {−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
Notemos que el conjunto B carece de elementos.

Definición 4. Un conjunto que carece de elementos se denomina Conjunto
vaćıo y se lo denota por ∅.
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2.1.3. Diagramas de Venn

Una representación en diagramas de Venn, es una representación gráfica del
siguiente tipo:

A
U

aśı si a ∈ A y b 6∈ A representaremos:

A

U

a

b

Ejemplo 21. Consideremos el conjunto A = {x ∈ N : n divide a 15}, es
claro entonces que:

A

N

1

2

3

5

15

4

6...

Ejercicios

1. Escribir los siguiente conjuntos por extensión:

a) A = {n ∈ N : n divide a 9}.
b) B = {an : an = (−1/n)n + 1, n = 1, 2, 3, 4, 5}.
c) C = {x ∈ Z : x2 − 2x + 1 = 0}.
d) D = {x ∈ Z : −2 ≤ x < 3}.
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2. Dado que U = {1, 2, 3, ..., 10} y A = {3, 9, 10} , B = {1, 2, 6, 7}, C =
{2, 5, 7, 9}. Ubicarlos en un Diagrama de Venn conveniente.

3. Dado que U = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k} y A = {e, g, h} , B = {f, g, i, j}, C =
{a, e, i}. Ubicarlos en un Diagrama de Venn conveniente.

2.2. Inclusión de conjuntos

Dados los conjuntos A y B diremos que A esta incluido en B ó que A es
subconjunto de B, si la siguiente proposición es verdadera:

∀x : x ∈ A entonces x ∈ B (2.2)

en este caso escribiremos A ⊆ B. en términos de diagramas de Venn tenemos:

A

B

Ejemplo 22. Sean B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} y A = {x ∈ N : x divide a 6},
luego como A = {1, 2, 3, 6} entonces A ⊆ B.

A

B

3

2
1

6
4

5
7

8

Decir que A no es subconjunto de B es equivalente a la negación de (2.2) es
decir

A * B ≡ ∃x : x ∈ A ∧ x 6∈ B

AB

a
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Definición 5. Si un elemento b no es un elemento del conjunto A, diremos
que a no pertenece al conjunto A y escribiremos ∼ (a ∈ A) ó de manera
equivalente a 6∈ A.

Aśı si A = {1, 2, 3, 4} y B = {1, 2, 3, 4, 7} entonces A ⊆ B pues todo elemento
de A es también un elemento de B y B * A pues existe 7 ∈ B tal que 7 6∈ A.
En diagrams de Venn:

A

1 3
7

4

2

B

Observación 6. Si A es un conjunto entonces es claro que:

1. A ⊆ A.

2. ∅ ⊆ A.

Definición 6. Diremos que dos conjuntos A y B son iguales si A ⊆ B y
B ⊆ A, es decir

A = B si y solo si ∀x : x ∈ A ⇔ x ∈ B (2.3)

Teorema 7. Sean A, B y C conjuntos, entonces

1. A = A.

2. A ⊆ B y B ⊆ C entonces A ⊆ C.

Demostración. 1. Es evidente pues A ⊆ A.

2. Dada a ∈ A un elemento cualquiera, como A ⊆ B entonces a ∈ B y
como B ⊆ C entonces a ∈ C luego A ⊆ C.
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Ejercicios

1. Dados los conjuntos

A = {n ∈ N : n es divisor de 6}, B = {n ∈ Z : n es divisor de 12}

determinar si A ⊆ B ó B ⊆ A.

2. Para el ejercicio anterior hacer un diagrama de Venn.

2.3. Operaciones con conjuntos

2.3.1. Complemento

Dado un conjunto A definimos

Ac = {x ∈ U : x 6∈ A}

el complemento de A. En diagramas de Venn tenemos:

U

A

A
c

Ejemplo 23. Sea U el conjunto de las vocales y A = {a, e, u} entonces

Ac = {i, o}

Ejemplo 24. Sea U = R entonces

1. Si (a, b) = {x : a < x < b} entonces

(a, b)c = {x :∼ (a < x < b)} = {x : x ≤ a ∨ x ≥ b}

a b a b

(a,b) (a,b)c
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2. Si [a,∞) = {x : a ≤ x} entonces

(−∞, a)c = {x : x < a}

Teorema 8. Si A, B y C son conjuntos, entonces

1. (Ac)c = A

2. A ⊆ B si y solo si Bc ⊆ Ac.

Demostración. 1. Notemos que:

a ∈ (Ac)c ↔ a 6∈ Ac

↔∼ (a ∈ Ac)

↔∼ (a 6∈ A)

↔∼∼ (a ∈ A)

↔ a ∈ A

luego ∀x : x ∈ (Ac)c ↔ x ∈ A por lo tanto (Ac)c = A.

2. basta ver que

∀x : x ∈ A ⇒ x ∈ B ≡ ∀x : x 6∈ B ⇒ x 6∈ A

≡ ∀x : x ∈ Bc ⇒ x ∈ Ac

2.3.2. Unión de Conjuntos

Si A, B son conjuntos, definimos el conjunto

A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} (2.4)

la unión de A y B. En diagramas de Venn:

A B

AUB
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Ejemplo 25. Aśı si A = {1, 2, 3, 4}, B = {4, 5, 7} entonces

A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 7}

2
4

5
1

3

A B

7

Teorema 9. Sea A, B, C, D conjuntos entonces:

1. A ∪ A = A.

2. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C.

3. A ∪ B = B ∪ A.

4. A ∪ ∅ = A, A ∪ U = U .

5. Si A ⊆ C y B ⊆ D entonces A ∪ B ⊆ C ∪ D.

6. A ⊆ A ∪ B.

Demostración. 1. Sea a ∈ A entonces:

a ∈ A ⇔ a ∈ A ∨ a ∈ A L.Idem.
⇔ a ∈ A ∪ A, Def.

por lo tanto A = A ∪ A

3.
a ∈ A ∪ B ⇔ a ∈ A ∨ a ∈ B Def.

⇔ a ∈ B ∨ a ∈ A, L.C.
⇔ a ∈ B ∪ A, Def.

por lo tanto A ∪ B = B ∪ A.

5.
a ∈ A ∪ B ⇔ a ∈ A ∨ a ∈ B Def.

⇒ a ∈ C ∨ a ∈ D, pues A ⊆ C, B ⊆ D
⇔ a ∈ C ∪ D, Def.

por lo tanto A ∪ B ⊆ C ∪ D.
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2.3.3. Intersección de Conjuntos

Si A, B son conjuntos definimos el conjunto

A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} (2.5)

la intersección de A y B. En diagramas de Venn

A B

A   B

U

Aśı si A = {1, 2, 3, 4}, B = {3, 4, 5, 7} entonces

A ∩ B = {3, 4}

Las siguientes propiedades se deducen de las leyes lógicas ya conocidas.

Teorema 10. Sea A, B, C, D conjuntos entonces:

1. A ∩ A = A.

2. A ∩ B = B ∩ A.

3. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C.

4. A ∩ ∅ = ∅, A ∩ U = A.

5. Si A ⊆ C y B ⊆ D entonces A ∩ B ⊆ C ∩ D.

6. A ∩ B ⊆ A.

Teorema 11 (Ley de Morgan). Dados los conjuntos A y B

(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc, (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc.
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Demostración. Vamos a probar la primera propiedad:

a ∈ (A ∩ B)c ⇔ a 6∈ (A ∩ B), Def.
⇔ ∼ (a ∈ A ∩ B), Def.
⇔ ∼ (a ∈ A ∧ a ∈ B), Def.
⇔ ∼ (a ∈ A)∨ ∼ (a ∈ B) L.M. para prop.
⇔ a 6∈ A ∨ a 6∈ B Def.
⇔ a ∈ Ac ∨ a ∈ Bc Def.
⇔ a ∈ Ac ∪ Bc Def.

por lo tanto (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc.

Las siguientes propiedades son las que relacionan todas la operaciones vistas
hasta ahora. Las demostraciones se apoyan en las leyes lógicas correspondi-
entes.

Teorema 12. Sean A, B, C conjuntos, entonces

1. A ∩ Ac = ∅, A ∪ Ac = U .

2. A ∩ U = A, A ∩ ∅ = ∅

3. Propiedad Distributiva

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)

4. Propiedad de Absorción

A ∩ (A ∪ B) = A

A ∪ (A ∩ B) = A

2.3.4. Diferencia de Conjuntos

Dados los conjuntos A y B definimos:

La diferencia de conjuntos: A − B = A ∩ Bc.

A B
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La diferencia Simétrica: A△B = (A − B) ∪ (B − A).

A B

Notemos que por definición podemos escribir:

A − B = {x : x ∈ A ∧ x 6∈ B}
A△B = {x : (x ∈ A ∧ x 6∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x 6∈ A)}

= {x : x ∈ A∨x ∈ B}.

Ejemplo 26. Sean A = {a, b, c, d, e, f, g, h} y B = {a, e, i, o, u} entonces

a) A − B = {b, c, d, f, g, h}

b) B − A = {i, o, u}

c) A△B = {b, c, d, f, g, h, i, o, u}

Proposición 13. Demostrar que:

1. (A − B) ∩ (A ∩ B) = ∅.

2. A = (A − B) ∪ (A ∩ B).

Demostración. Veamos que:

1.
(A − B) ∩ (A ∩ B) = (A ∩ Bc) ∩ (A ∩ B), Def.

= A ∩ (B ∩ Bc), T.12
= A ∩ ∅ T. 12
= ∅ T.12

2.
(A − B) ∪ (A ∩ B) = (A ∩ Bc) ∪ (A ∩ B)

= A ∩ (Bc ∪ B) = A ∩ U
= A
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Ejemplo 27. Sean U = {1, 2, 3, ..., 10} y

A = {n : n divide a 8}, B = {n : n es impar}, C = {n : n es múltiplo de 3}.

i) Hallar (Ac − B)△(C − A).

Solución.- Primero notemos que A = {1, 2, 4, 8}, B = {1, 3, 5, 7, 9}, C =
{3, 6, 9}, entonces si el conjunto universal es U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}
tenemos que

Ac = {3, 5, 6, 7, 9, 10} ⇒ Ac − B = {6, 10}

del mismo modo C − A = {3, 6, 9} entonces

(Ac − B)△(C − A) = {3, 9, 10}

ii) En un diagrama de Venn ubicar (A − B)△(C − Ac).

Solución.- Primero notemos que A ∩ C = ∅ entonces tenemos que:

A B C

1

2

4

8

3
5

7
9

6

10

U

y como A − B = {2, 4, 8} y C − Ac = C ∩ A = ∅ entonces

(A − B)△(C − Ac) = A − B

por lo tanto:
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A B C

1

2

4

8

3
5

7
9

6

10

U

Ejemplo 28. Sean U = {1, 2, 3, ..., 10} y

A = {2, 4, 6, 8, 10}, B = {2, 3, 5, 7}, C = {1, 2, 3, 5, 7}.
i) Hallar (B − A) − C.

Solución.- Primero notemos que B − A = {3, 5, 7} entonces

(B − A) − C = ∅

ii) Hallar B − (A − C).
Solución.- Primero notemos que A − C = {4, 6, 8, 10} entonces

B − (A − C) = {2, 3, 5, 7}

Teorema 14. Si A, B son conjuntos, entonces

1. (A − B) ∩ B = ∅
2. (A − B) ∪ B = A ∪ B

Demostración. 1.

(A − B) ∩ B = (A ∩ Bc) ∩ B

= A ∩ (Bc ∩ B) = A ∩ ∅
(A − B) ∩ B = ∅

2.

(A − B) ∪ B = (A ∩ Bc) ∪ B

= (A ∪ B) ∩ (Bc ∪ B) = (A ∪ B) ∩ U

(A − B) ∪ B = (A ∪ B)
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2.4. Producto Cartesiano

Dados los conjuntos A y B si a ∈ A y b ∈ B el par ordenado de a y b se
define como

(a, b) = {a, {a, b}}

aśı es evidente que si a, c ∈ A y b, d ∈ B entonces

(a, b) = (c, d) ⇔ a = c ∧ b = d

Definición 15. Dados los conjuntos A y B definimos el producto cartesiano
de A con B como el conjunto

A × B = {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}

Ejemplo 29. Sean los conjuntos A = {a, b, c} y B = {1, 2} entonces

1. A × B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}

2. B × A = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}

por supuesto (a, 1) ∈ A × B pero (a, 1) 6∈ A × B.

B

A
a b c

1

2
(c,2)

A B

A

B

a

b

c

1 2

(2,b)

AB

Teorema 16. Si A = ∅ ó B = ∅ entonces A × B = B × A = ∅.

Ejemplo 30. Demostrar que

(A ∪ B) × C = (A × C) ∪ (B × C).
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Entonces

(a, c) ∈ (A × C) ∪ (B × C) ⇔ (a, c) ∈ (A × C) ∨ (a, c) ∈ (B × C)

⇔ (a ∈ A ∧ c ∈ C) ∨ (a ∈ B ∧ c ∈ C)

⇔ (a ∈ A ∨ a ∈ B) ∧ c ∈ C

⇔ (a ∈ A ∪ B) ∧ c ∈ C

⇔ (a, c) ∈ (A ∪ B) × C

∴ ∀ (x, y) : (x, y) ∈ (A × C) ∪ (B × C) ⇔ (x, y) ∈ (A ∪ B) × C.

2.5. Ejemplos

Ejemplo 31. Determinar los elementos de A, B y C sabiendo que:

A ∪ B = {a, b, c, e, f, g, h}, A ∩ C = {a, e, f}, B ∩ C = {c, f},
A ∩ B = {h, f}, A ∪ C = {a, b, c, d, e, f, h},

Solución.- Notemos que (A ∩ B) ∩ (A ∩ C) = A ∩ B ∩ C = {f} entonces
podemos considerar el siguiente diagrama m de Venn:

A B

h

e
ca

f

C

Para determinar los elementos de A, podemos usa A ∪ B, es decir falta ver
a donde pertenecen b y g.
b ∈ (A∪B)∩ (A∪C) = A∪ (B ∩C), luego como b 6∈ B ∩C entonces b ∈ A.
Del mismo modo g ∈ A∪B pero g 6∈ A∪C luego g 6∈ A aśı g ∈ B. Haciendo
un análisis similar podemos concluir que d ∈ C luego

A B

h

e
ca

f

C

b
g

d
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Ejemplo 32. Si A =] − 5, 3[, B = [2, 5], C =] − 3, 3[ son intervalos de la
recta determinar:

1. (Ac ∪ BC ∪ CC)c.

2. [(A − B) ∪ Cc]c△(A ∩ B ∩ C)

Solución.- Notemos que

0 2 3 5-3-5

entonces

1. (Ac ∪ Bc ∪ Cc)c = A ∩ B ∩ C = [2, 3[.

0 2 3 5-3-5

2. Como

[(A − B) ∪ Cc]c△(A ∩ B ∩ C) = [C ∩ (Ac ∪ B)]△(A ∩ B ∩ C)

entonces tenemos que:

0 2 3 5-3-5

aśı C ∩ (Ac ∪ B) =] − 3, 3[∩{] −∞,−5] ∪ [3,∞[∪[2, 5]} = [2, 3[ luego

[C − (Ac ∪ B)]△(A ∩ B ∩ C) = [2, 3[△[2, 3[= ∅

Ejemplo 33. Simplificar

[(A − Bc) ∪ (Bc − A)] − B

veamos

[(A − Bc) ∪ (Bc − A)] − B ≡ [(A ∩ (Bc)c) ∪ (Bc ∩ Ac)] ∩ Bc Dif. de conj.
≡ [(A ∩ B) ∩ Bc] ∪ [(Bc ∩ Ac) ∩ Bc] Distr.
≡ [A ∩ (B ∩ Bc)] ∪ [Ac ∩ (Bc ∩ Bc)] Idemp. Teo.
≡ [A ∩ ∅] ∪ (Bc ∩ Ac) Teo.
≡ ∅ ∪ (Bc ∩ Ac) Teo.
≡ Bc ∩ Ac Teo.
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Ejemplo 34. Demostrar que (A ∪ B) − C = (A − C) ∪ (B − C)

Demostración. Vamos a usar las propiedades de los conjuntos.

(A ∪ B) − C = (A ∪ B) ∩ Cc

= (A ∩ Cc) ∪ (B ∩ Cc)

= (A − C) ∪ (B − C)

Ejemplo 35. Demostrar que A − B = ∅ si y solo si A ⊆ B.

Demostración. ⇒) Por la P.13 sabemos que (A − B) ∪ (A ∩ B) = A, si
A − B = ∅ entonces A ∩ B = A luego si a ∈ A entonces a ∈ B por lo
tanto A ⊆ B.

⇐) Si A ⊆ B como Bc ⊆ Bc por el T.10 tenemos

A − B = A ∩ Bc ⊆ B ∩ Bc = ∅

aśı A − B = ∅.

Ejemplo 36. Demostrar que A△B = ∅ si y solo si A = B

Demostración. Supongamos que A△B = ∅ si y solo si (A−B)∪ (B−A) = ∅
esto ocurre si y solo si A − B = ∅ y B − A = ∅ , por el ejemplo 35 esto es
equivalente a A ⊆ B y B ⊆ A es decir A = B.

Ejemplo 37. Demostrar que A − (B − C) = (A − B) ∪ (A ∩ C).

A − (B − C) ≡ A ∩ (B ∩ Cc)c Dif. de conj.

≡ A ∩
[

Bc ∪ (Cc)c
]

L.M.

≡ A ∩ (Bc ∪ C) L.D.N.
≡ (A ∩ Bc) ∪ (A ∩ C) P.D.
≡ (A − B) ∪ (A ∩ C) Dif. de conj.
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Ejemplo 38. Simplificar:

{[(Ac − B) ∪ (Bc − Ac)]c ∩ [A△(Ac ∪ B)c]}△(B − A)c

Solución.-Notemos que si:

{[(Ac − B) ∪ (Bc − Ac)]c
︸ ︷︷ ︸

(i)

∩ [A△(Ac ∪ B)c]
︸ ︷︷ ︸

(ii)

}△(B − A)c (2.6)

simplificando (i):

[(Ac − B) ∪ (Bc − Ac)]c = [(Ac ∩ Bc) ∪ (Bc ∩ A)]c

= [Bc ∩ (Ac ∪ A)]c

= [Bc ∩ U ]c

= B

en (ii)

A△(Ac ∪ B)c = A△(A ∩ Bc)

= [A − (A ∩ Bc)] ∪ [(A ∩ Bc) − A]

= [A ∩ (A ∩ Bc)c] ∪ [(A ∩ Bc) ∩ Ac]

= [A ∩ (Ac ∪ B)] ∪ [(A ∩ Ac) ∩ Bc]

= (A ∩ B) ∪ [∅ ∩ Bc]

= (A ∩ B) ∪ ∅
= A ∩ B
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reemplazando estos en (2.6) tenemos :

{[(Ac − B) ∪ (Bc − Ac)]c
︸ ︷︷ ︸

(i)

∩ [A△(Ac ∪ B)c]
︸ ︷︷ ︸

(ii)

}△(B − A)c = [B ∩ (A ∩ B)]△(B ∩ Ac)c

= (A ∩ B)△(Bc ∪ A)

= [(A ∩ B) − (Bc ∪ A)] ∪ [(Bc ∪ A) − (A ∩ B)]

= [(A ∩ B) ∩ (Bc ∪ A)c] ∪ [(Bc ∪ A) ∩ (A ∩ B)c]

= [(A ∩ B) ∩ (B ∩ Ac)] ∪ [(Bc ∪ A) ∩ (Ac ∪ Bc)]

= [(A ∩ Ac) ∩ (B ∩ B)] ∪ [Bc ∪ (A ∩ Ac)]

= [∅ ∩ (B ∩ B)] ∪ [Bc ∪ ∅]
= ∅ ∪ Bc

= Bc

Ejercicios

1. Si U = {1, 2, 3, ..., 10} y A = {1, 3, 5, 6}, B = {3, 6, 9, 10}, C = {3, 4, 5, 6, }
determinar los elementos de los siguientes conjuntos:

a) A ∩ (B − C).

b) C − (B − A).

c) (C − B) − A.

d) (Ac − B) ∩ Cc.

2. Con los conjuntos del ejemplo anterior determinar si

a) A ∩ Bc ⊆ B.

b) (C − B)c ⊆ A ∩ B

3. Si A = (2, 4], B = [0, 2], C = [1,∞) son intervalos de la recta determi-
nar

a) Ac − B

b) A ∪ (B ∩ C)c

c) B − (C ∪ Ac).
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4. Simplificar las siguientes expresiones

a) (A ∪ B) − (B ∪ A)c

b) Ac△(B − Ac)c

c) [(A − (B − Bc)) ∪ A]c − (A − B)

d) [A − (B ∪ C)]c ∩ [(A − Bc) ∩ (B − Ac)c]

2.6. Cardinalidad de Conjuntos

Dado un conjunto finito A diremos que el cardinal de A es

η(A) = No de elementos de A

aśı por ejemplo:

1. Si A = {a, b, c, e, g, h} entonces η(A) = 6.

2. η(∅) = 0.

3. Si B = {∅, {∅}} entonces η(B) = 2.

Definición 17. Si A y B son conjuntos tales que

A ∩ B = ∅

diremos que son conjuntos disjuntos.

Enunciaremos la siguiente propiedad que aceptaremos sin demostración:

Teorema 18. Si A y B son conjuntos finitos y disjuntos, entonces

η(A ∪ B) = η(A) + η(B) (2.7)

Ejemplo 39. Dados A = {1, 3, 5, 7}, B = {2, 4, 6, 8, 10}, C = {2, 3, 5, 7, 11, 13}
tenemos que

η(A) = 4, η(B) = 5, η(C) = 6

η(A ∪ B) = η(A) + η(B) pues son disjuntos

además η(A) + η(C) 6= η(A ∪ B) pues no son disjuntos.
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Proposición 19. Sea A y B conjuntos finitos entonces

η(A) = η(A − B) + η(A ∩ B)

Demostración. Basta recordar que por la Proposición 13 tenemos que (A −
B)∩ (A∩B) = ∅ y A = (A−B)∪ (A∩B) luego por el Teorema 2.7 tenemos
que

η(A) = η((A − B) ∪ (A ∩ B)) = η(A − B) + η(A ∩ B)

Teorema 20. Sea A y B conjuntos finitos entonces

η(A ∩ B) = η(A) + η(B) − η(A ∩ B)

Demostración. Por el Teorema 14, A − B y B son conjuntos disjuntos,
además (A − B) ∪ B = A ∪ B aśı:

η(A ∪ B) = η(A − B) + η(B)

= η(A) − η(A ∪ B) + η(B)

= η(A) + η(B) − η(A ∪ B)

Ejemplo 40. Demuestre que:

η(A∪B∪C) = η(A)+η(B)+η(C)−η(A∩B)−η(A∩C)−η(B∩C)+η(A∩B∩C)

Solución.- Por el ejercicio anterior tenemos que:

η(A ∪ B ∪ C) = η(A ∪ B) + η(C) − η[(A ∪ B) ∩ C]

= η(A) + η(B) − η(A ∩ B) + η(C) − η[(A ∩ C) ∪ (A ∩ B)]

= η(A) + η(B) + η(C) − η(A ∩ B)

− [η(A ∩ C) + η(A ∩ B) − η[(A ∩ C) ∩ (A ∩ B)]]

= η(A) + η(B) + η(C) − η(A ∩ B)

− η(A ∩ C) − η(A ∩ B) + η(A ∩ C ∩ B)
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Ejemplo 41. Demuestre que: η(A△B) = η(A) + η(B) − 2η(A ∩ B).

Solución.- Como A△B = (A−B)∪(B−A) y (A−B)∩(B−A) = ∅ entonces

η(A△B) = η(A − B) + η(B − A)

por el ejercicio 13 tenemos que:

η(A△B) = η(A − B) + η(B − A)

= η(A) − η(A ∩ B) + η(B) − η(A ∩ B)

= η(A) + η(B) − 2η(A ∩ B)

2.7. Problemas

Problema 1. Una encuesta realizada a un grupo de empleados revelo que

1. 277 teńıan casa propia. 233 automóvil. 405 televisor.

2. 165, automóvil y televisor. 120 automóvil y casa. 190 casa y televisor.

3. 105 teńıan casa, automóvil y televisor.

Determinar

a) ¿Cuántas personas fueron encuestadas?

b) ¿Cuantas personas tienen solamente casa y televisor?

c) ¿Cuántas personas tienen solamente casa propia?

Solución 1. Sea C el conjunto de las personas que tienen casa propia, A
el de las personas que tienen automóvil y T el de las que tienen televisor.
entonces sabemos que:

η(C) = 277, η(A) = 233, η(T ) = 405, además
η(A ∩ T ) = 165, η(A ∩ C) = 120, η(C ∩ T ) = 190, η(C ∩ A ∩ T ) = 105.

En términos de diagramas de Venn tenemos:
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A C

T

a) Recordemos que

η(A∪T∪C) = η(A)+η(T )+η(C)−η(A∩T )−η(A∩C)−η(T∩C)+η(A∩T∩C)

entonces

η(A ∪ B ∪ C) =η(A) + η(B) + η(C) − η(A ∩ B) − η(A ∩ C) − η(B ∩ C)

+η(A ∩ B ∩ C)

=233 + 405 + 277 − 165 − 120 − 190 + 105

=545

b) η((C∩T )−(C∩A∩T )) =? para esto basta ver que como C∩A∩T ∩C ⊆
C ∩ T entonces:

η((C ∩ T )− (C ∩A∩T )) = η(C ∩T )− η(C ∩A∩ T ) = 190− 105 = 85

Observación 7. Si A y B son dos conjuntos, entonces podemos represen-
tarlos en diagramas de Venn:

A B

U

En el diagrama de Venn podemos identificar algunos conjuntos como ser
A ∩ B, A − B, B − A, (A ∪ B)c. Es claro que cada uno de estos es disjunto
de los demás. Entonces en el diagrama de Venn podemos identificar:

η(A ∩ B) = a, η(A − B) = b, η(B − A) = c, η
[
(A ∪ B)c)

]
= d
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A B

U

b a c

d

aśı es claro que

η(A ∪ B) = a + b + c, η(A) = a + b

Con esta forma de utilizar los diagramas de Venn podemos resolver de manera
más clara y simple varios problemas. En el ejemplo anterior podemos hacer

A C

T

a b c

d
e

f

g

entonces sabemos que:







b + c + e + f = 277
a + b + d + e = 233
d + e + f + g = 405

d + e = 165
b + e = 120
e + f = 190

e = 105

(2.8)

entonces queremos determinar

a) a + b + c + d + e + f + g. El cardinal de A ∪ C ∪ T

b) f . El cardinal de η((C ∩ T ) − (C ∩ A ∩ T ))
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c) c. El cardinal de C − (A ∪ T ).

Entonces como e = 105 es claro que b = 120 − 105 = 15, c = 277 −
b − (e + f) = 277 − 15 − 190 = 72 además a = 233 − b − (d + e) =
233− 15− 165 = 53 entonces a + b + c + d + e + f + g = 53 + 15 + 72 +
(d + e + f + g) = 555

Ejemplo 42. Según una encuesta: Toman Coca Cola y Pepsi 1/3 de los que
solo toman Pepsi y 1/2 de los que toman Coca Cola . Toman otras bebidas
diferentes tantos como los que toman solo una de las mencionadas. Si el
número de encuestados es 495 ¿Cuántos toman solo Pepsi o solo Coca Cola?
Solución.- Consideremos el siguiente diagrama de Venn:

C P B

a cb

d

Donde C es el conjunto de las personas que consumen Coca Cola, P es el
conjunto de las personas que consumen Pepsi y B es el conjunto de todas las
personas que fueron encuestadas. Aśı tenemos que:

b =
c

3
, b =

a + b

2
, d = a + c, a + b + c + d = 495

Queremos determinar a + c.
De la segunda igualdad se tiene que a = b y de las dos ultimas se tiene que
a + 2d = 495 luego obtenemos el sistema:







3a = c
a + c = d
a + 2d = 495

de la primera y segunda tenemos que 4a = d, y reemplazando esto en la
última tenemos

9a = 495 ⇒ a = b = 55

luego c = 165 por lo tanto

η
[

(P ∪ C) − (P ∩ C)
]

= a + c = 120.
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Ejercicios

1. El cajero de una panadeŕıa presenta un reporte con la finalidad de
justificar su continuación en el puesto. Le dijo al propietario: de los
500 clientes que tuvimos el d́ıa de ayer 281 compraron pan francés, 196
compraron pan francés y tolete, 87 compraron pan integral y tolete,
143 francés e integral, 36 personas compraron los tres tipos de panes.
Le despidieron. ¿Porqué?

2. 13. Una mesera tomo una orden de 38 hamburguesas: 18 con cebolla, 23
con mostaza y 29 con salsa de tomate. De estas, 3 teńıan solo mostaza
y 8 solo salsa; 9 de las hamburguesas teńıan solo mostaza y salsa y 5
los 3 ingredientes. Realice un diagrama de Venn y responda:

a) ¿Cuántas hamburguesas llevan cebolla y salsa solamente?

b) ¿Cuántas solo llevan cebolla?

c) ¿Cuántas hamburguesas solo llevan cebolla y mostaza?

3. En la secretaŕıa de una Unidad Educativa, se dispone de la siguiente
información sobre 60 estudiantes: 20 estudian Qúımica, 25 Historia, 15
Francés y Qúımica, 20 Historia y Francés, 5 Qúımica e Historia, 18
Francés, Qúımica e Historia. Determina el número de alumnos que:

a) Estudian francés.

b) Estudian solo francés.

c) Estudian Qúımica pero no Historia.

d) Estudian francés pero no Qúımica.

e) No estudian Qúımica.

4. En cierta competencia, todos los alumnos gustan de Álgebra, algunos
de F́ısica y otros de Qúımica. ¿Si 30 gustan de Álgebra y F́ısica, y 45
de qúımica o Álgebra, cuantos no gustan de F́ısica?.

5. Para estudiar la calidad de un producto se consideran tres tipos de
defectos: A, B y C; como los más importantes. Se analizaron 18 pro-
ductos con los siguientes resultados:7 productos tienen el defecto A, 9
productos tienen el defecto B, 11 productos el defecto C, 9 productos
tienen exactamente un solo tipo de defecto, 4 productos tiene los tres
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tipos de defectos, y el resto de los productos no presentan ningún tipo
de defectos. Determinar:

a) ¿Cuántos productos tienen exactamente dos tipos de defectos? .

b) ¿Cuantos productos no tienen defectos?.

6. Un ingeniero que dirige la construcción de un edificio de tres plantas,
distribuye el personal de la siguiente manera: 10trabajan en la primera
planta, 14 en la tercera planta, 8 en la primera y segunda planta, 8 en la
primera y tercera planta, 7 trabajan en las tres plantas. Si 6 trabajan
en una sola planta y 4 en dos plantas a la vez pero no en las tres,
cuantos trabajan:

a) En la primera y segunda, pero no en la tercera.

b) En la segunda o tercera pero no en la primera.

c) Únicamente en la primera.

d) Cuántos trabajan en total.

7. En una encuesta a 45 estudiantes se halla que 13 se comportan bien,
16 son inteligentes, 18 son habladores. 7 son habladores e inteligentes,
7 se comportan bien y no son inteligentes, 6 se comportan bien y no
son habladores, 4 se comportan bien y son habladores pero no son
inteligentes. ¿Cuántos de los encuestados no se comportan bien, son
habladores y no son inteligentes?

8. Una agencia de autos vendió durante un año 30 unidades con las sigu-
ientes caracteŕısticas: 10 teńıa transmisión automática, 20 teńıa clima,
6 teńıa transmisión automática y clima, 2 teńıa transmisión automática
pero no teńıa ni clima ni auto estéreo, 3 teńıa transmisión automática
y clima pero no teńıa auto estéreo, 3 no teńıa ninguna de las tres car-
acteŕısticas mencionadas, 11 teńıa clima y auto estéreo. ¿Cuántas de
estas unidades teńıa auto estéreo?

9. En una fábrica de 47 empleados hay: 25 varones, 14 casadas, 27 técnicos
(varones y mujeres), 8 técnicos casados, 7 técnicos varones casados, 14
varones casados, 13 técnicos varones.

a) ¿Cuántas mujeres no casadas trabajan?.
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b) ¿Cuántas mujeres técnicas trabajan?.

c) ¿Cuántas mujeres casadas trabajan?.

d) ¿Cuántas trabajadoras hay en total?.
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Caṕıtulo 3

Números Naturales y Enteros

3.1. Inducción Matemática

Existen proposiciones generales y particulares por ejemplo:

1. Todos los ciudadanos Bolivianos tienen derecho a la educación.

2. Todo múltiplo de seis es un número par.

son proposiciones generales. Ejemplos de proposiciones particulares son:

1. Juan tiene derecho a la educación.

2. El 12 es un número par.

el paso de proposiciones generales a particulares se denomina deducción, por
ejemplo:

1. Todos los ciudadanos Bolivianos tienen derecho a la educación.

2. Juan es Boliviano.

3. Por lo tanto: Juan tiene derecho a la educación.

El paso de proposiciones particulares a generales se denomina inducción. Esta
puede llevar a conclusiones falsas o verdaderas. Veamos un ejemplo:

69
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Ejemplo 43. L. Euler estudió el trinomio p(x) = x2 + x + 41 veamos que:

p(0) = 41, es un número primo.
p(1) = 43, es un número primo.
p(2) = 47, es un número primo.
p(3) = 53, es un número primo.
p(4) = 61, es un número primo.
p(5) = 71, es un número primo....

podemos decir que: si evaluamos p(x) = x2 +x+41 en n ∈ N obtendremos un
número primo?. Basta calcular p(41) para darnos cuenta que esta afirmación
es falsa.

A diferencia de la noción de ‘inducción´ usual en matemática necesitamos
un procedimiento que de certeza a nuestras afirmaciones.

3.1.1. Principio de Inducción Matemática

El Principio de Inducción Matemática es una propiedad de los número natu-
rales que nos da un procedimiento para verificar si una propiedad de números
naturales es verdadera. Esta se enuncia del siguiente modo:
Dado un conjunto A ⊆ N si:

Base de Inducción: 1 ∈ A.

Paso de Inducción Si k ∈ A entonces k + 1 ∈ A

entonces A = N.

Observación 8. Analicemos el P.I. Primero notemos que por la Base de
Inducción: 1 ∈ A.
Aplicando el Paso de inducción varias veces tenemos :

1 ∈ A ⇒ 1 + 1 = 2 ∈ A

2 ∈ A ⇒ 1 + 2 = 3 ∈ A

3 ∈ A ⇒ 1 + 3 = 4 ∈ A

4 ∈ A ⇒ 1 + 4 = 5 ∈ A, ...
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es decir

{1, 2, 3, 4, ...} ⊆ A

el P.I. nos garantiza que A = N. Es decir con el Paso de Inducción recorremos
a todos los números naturales sin excepción.

Si el conjunto lo escribimos de la forma A = {n ∈ N : P (n)} entonces lo
anterior se puede expresar de la siguiente forma:

Dada un propiedad de números naturales P (n) tal que:

1. P (1) es verdad.

2. Si P (k) es verdad
︸ ︷︷ ︸

H.I.

entonces P (n + 1) es verdad
︸ ︷︷ ︸

T.I.

.

entonces la propiedad P (n) es verdad para todo n ∈ N.

La primera parte se denomina Base de Inducción (B.I.). El antecedente de
la segunda parte es la Hipótesis de inducción (H.I.) y el consecuente Tesis
de Inducción (T.I.).

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 44. Demostraremos que:

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
, ∀n ∈ N

para demostrar que esta propiedad es verdadera seguiremos los siguientes
pasos:

Paso 1. Formulamos de forma adecuada y precisa la propiedad que queremos
demostrar:

P (n) : 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n + 1)

2

Paso 2. Realizamos la base de inducción, es decir verificamos que la propiedad
es verdadera para n = 1.

P (1) : 1 =
1(1 + 1)

2
, es verdad
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Es conveniente verificar la propiedad para algunos valores a fin de fa-
miliarizarnos con la misma.

P (2) : 1 + 2 =
2(2 + 1)

2
es Verdad.

P (3) : 1 + 2 + 3 =
3(3 + 1)

2
es Verdad.

Paso 3. Formulamos la Hipótesis de Inducción: Supongamos que

P (k) : 1 + 2 + 3 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
(H.I.)

Paso 4. Demostramos la Tesis de Inducción : Es decir ahora nuestro obje-
tivo es demostrar que:

P (k + 1) : 1 + 2 + 3 + · · ·+ (k + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2
es verdad

teniendo a mano la Hipótesis de inducción, veamos:

1 + 2 + 3 + · · ·+ (k + 1) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ k
︸ ︷︷ ︸

H.I.

+(k + 1)

=
k(k + 1)

2
+ (k + 1), Por la H.I.

= (k + 1)
[k

2
+ 1
]

1 + 2 + 3 + · · ·+ (k + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2

aśı hemos demostrado que P (k + 1) es verdad por lo tanto por el P.I.

1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n + 1)

2
, ∀n ∈ N

Veamos un ejemplo más:

Ejemplo 45. Demostrar que la suma de los cuadrados de los n primeros
números naturales es

n(n + 1)(2n + 1)

6
Como antes, vamos a aplicar el principio de inducción:
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Paso 1. Formulamos de forma adecuada y precisa la propiedad que queremos
demostrar:

P (n) : 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

Paso 2. Realizamos la base de inducción, es decir verificamos que la propiedad
es verdadera para n = 1.

P (1) : 12 =
1 · (1 + 1)(2 · 1 + 1)

6
, es verdad, además:

P (2) : 12 + 22 =
2 · (2 + 1)(2 · 2 + 1)

6
es Verdad.

Paso 3. Formulamos la H.I.: Supongamos que

P (k) : 12 + 22 + 32 + · · ·+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6

Paso 4. Demostramos la Tesis de Inducción:

P (k+1) : 12+22+32+· · ·+(k+1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
es verdad

Para esto veamos que:

12 + 22 + 32 + · · ·+ (k + 1)2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ k2

︸ ︷︷ ︸

H.I.

+(k + 1)2

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2, Por la H.I.

= (k + 1)

[

k(2k + 1) + 6(k + 1)

6

]

= (k + 1)

[

2k2 + 7k + 6

6

]

12 + 22 + 32 + · · ·+ (k + 1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6

aśı hemos demostrado que P (k + 1) es verdad por lo tanto por el P.I.

12 + 22 + 32 + · · · + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
, ∀n ∈ N
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3.1.2. Ejercicios

1. Demostrar que

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · · + 1

n · (n + 1)
=

n

n + 1

2. Demostrar que

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n + 1) =
n(n + 1)(n + 2)

3

3. Demostrar que

13 + 23 + 33 + · · · + n3 =
n2(n + 1)2

4

Principio de Inducción Modificado.

Una forma conveniente de expresar el P.I. es la siguiente: Dado un conjunto
A ⊆ N si m ∈ Z:

Base de Inducción: m ∈ A.

Paso de Inducción Si k ∈ A entonces k + 1 ∈ A

entonces {m, m + 1, m + 2, ...} ⊆ A.

Observación 9. Notemos que por la Base de Inducción: m ∈ A. Aplicando
el Paso de inducción varias veces tenemos :

m ∈ A ⇒ m + 1 ∈ A

m + 1 ∈ A ⇒ m + 2 ∈ A

m + 2 ∈ A ⇒ m + 3 ∈ A

m + 3 ∈ A ⇒ m + 4 ∈ A, ...

el principio de inducción nos garantiza que {m, m + 1, m + 2, ...} ⊆ A, es
decir que todos los número enteros mayores o iguales a m están en A.

Aplicamos esto para probar:
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Ejemplo 46. Vamos a demostrar que

1 + r + r2 + · · ·+ rn =
1 − rn+1

1 − r
, ∀n ≥ 0

notemos que r0 = 1,entonces la propiedad que queremos demostrar es:

P (n) : 1 + r + r2 + · · ·+ rn =
1 − rn+1

1 − r

veamos que:

P (0) : r0 = 1 =
1 − r

1 − r
, es V.

P (1) : 1 + r =
1 − r2

1 − r
, es V.

P (2) : 1 + r + r2 =
1 − r3

1 − r
, es V.

pues
1 − r3

1 − r
=

(1 − r)(1 + r + r2)

1 − r
= 1 + r + r2.

Supongamos que la propiedad es verdadera para n = k es decir

P (k) : 1 + r + r2 + · · ·+ rn =
1 − rn+1

1 − r
, es V.

vamos a demostrar que

P (k + 1) : 1 + r + r2 + · · ·+ rk+1 =
1 − rk+2

1 − r
, es V.

veamos:

1 + r + r2 + · · ·+ rk+1 = 1 + r + r2 + · · ·+ rk

︸ ︷︷ ︸

H.I

+rk+1

=
1 − rk+1

1 − r
+ rk+1 =

1 − rk+1 + (1 − r)rk+1

1 − r

=
1 − rk+1 + rk+1 − rk+2

1 − r

=
1 − rk+2

1 − r



76 CAPÍTULO 3. NÚMEROS NATURALES Y ENTEROS

por lo tanto P (k + 1) es V. Aśı por el P.I.

1 + r + r2 + · · · + rn =
1 − rn+1

1 − r
, ∀n ≥ 0.

Muchas veces se quiere demostrar que una propiedad es verdadera para todo
número natural n ≥ m, estas propiedades se las puede demostrar realizando
la Base de inducción a partir de m.

Ejemplo 47. ¿Para que valores de n ∈ N se cumple:

2n > 2n + 1 ?

realicemos algunos cálculos:

Si n = 1 ⇒ 21 > 2 · 1 + 1 es F.

Si n = 2 ⇒ 22 > 2 · 2 + 1 es F.

Si n = 3 ⇒ 23 > 2 · 3 + 1 es V.

Si n = 4 ⇒ 24 > 2 · 4 + 1 es V.

Si n = 5 ⇒ 25 > 2 · 5 + 1 es V.

al parecer la propiedad es verdadera si n ≥ 3. Para garantizar esto vamos a
usar el P.I. a partir de n = 3.

Paso 1. La propiedad que queremos demostrar es: P (n) : 2n > 2n + 1.

Paso 2. Es claro que P (3) : 23 > 2 · 3 + 1 es V.

Paso 3. Supongamos que

P (k) : 2k > 2k + 1, es verdad,

.

Paso 3. Vamos a demostrar que P (k+1) : 2(k+1) > 2(k+1)+1, es Verdad.

Es claro que

2k > 2
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entonces sumando esto y 2k > 2k + 1 tenemos:

2k + 2k >2 + 2k + 1

2 · 2k >2(k + 1) + 1

2(k+1) >2(k + 1) + 1

Aśı P (k + 1) es verdad, luego por el P.I.

2n > 2n + 1 es verdad ∀n ≥ 3.

Ejemplo 48. ¿Para que valores de n ∈ N se cumple:

2n > n2 ?

realicemos algunos cálculos:

Si n = 1 ⇒ 21 > 12 es V.

Si n = 2 ⇒ 22 > 22 es F.

Si n = 3 ⇒ 23 > 32 es F.

Si n = 4 ⇒ 24 > 42 es F.

Si n = 5 ⇒ 25 > 52 es V.

Si n = 6 ⇒ 26 > 62 es V.

Si n = 7 ⇒ 27 > 72 es V.

al parecer la propiedad es verdadera si n ≥ 5. Para garantizar esto vamos a
usar el P.I. a partir de n = 5.

Paso 1. La propiedad que queremos demostrar es: P (n) : 2n > n2.

Paso 2. Es claro que P (5) : 25 > 25 es V.

Paso 3. Supongamos que

P (k) : 2k > k2, es Verdad
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Paso 4. Vamos a demostrar que P (k+1) : 2(k+1) > (k+1)2, es Verdad.
Vamos a usar el ejemplo anterior, es decir: 2k > 2k+1 entonces suman-
do a la H.I. miembro a miembro tenemos:

2k + 2k >k2 + 2k + 1

2 · 2k >k2 + 2k + 1

2(k+1) >(k + 1)2

Por lo tanto 2(n) > (n)2 para todo n ≥ 5.

3.1.3. Ejercios

1. Demostrar que si α > −1, α 6= 0 y n > 1 entonces

(1 + α)n ≥ 1 + nα [Desigualdad de Bernoulli]

2. Demostrar que: ∀n > 3 : 2n > n!.

Ejemplo 49. Demostrar que

cos α cos(2α) cos(4α) · · · cos(2nα) =
sin(2n+1α)

2n+1 sin α

veamos la demostración:
La propiedad que vamos a considerar es:

P (n) : cos α cos(2α) cos(4α) · · · cos(2nα) =
sin(2n+1α)

2n+1 sin α

La propiedad es verdadera para n = 0 pues:

sin(α + α) = sin α cos α + sin α cos α entonces

cos α =
sin(2α)

2 sin α

Ahora supongamos que la propiedad es verdad para k, es decir:

P (k) : cos α cos(2α) cos(4α) · · · cos(2kα) =
sin(2k+1α)

2k+1 sin α
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entonces consideremos:

cos α cos(2α) cos(4α) · · · cos(2kα)
︸ ︷︷ ︸

H.I.

cos(2k+1α) =
sin(2k+1α)

2k+1 sin α
︸ ︷︷ ︸

cos(2n+1α)

=
1

2k+1 sin α
· sin(2 · 2k+1α)

2

=
sin(2k+2α)

2k+2 sin α

pues sin(2θ) = 2 sin θ cos θ. Por lo tanto P (k + 1) es verdad, aśı por el P.I.

cos α cos(2α) cos(4α) · · · cos(2nα) =
sin(2n+1α)

2n+1 sin α
∀n ≥ 0.

Ejercicios

1. Demuestre por inducción que

12 + 32 + 52 + · · · + (2n − 1)2 = n2

2. Demuestre por inducción que

20 + 21 + 23 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1

3. Demuestre por inducción que

13 + 33 + 53 + · · ·+ (2n − 1)3 = n2(2n2 − 1)

4. Muestre que para todo n > 10

n − 2 <
n2 − n

12

5. Muestre que para todo n > 3

n! > 2n
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6. Muestre que para todo n > 4

n2 < 2n

7. Muestre que para todo n > 4

n3 < 2n

8. Considere las siguientes ecuaciones

1 = 1

2 + 3 + 4 = 1 + 8

5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 8 + 27

10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 = 27 + 64

conjeture una la fórmula general sugerida por estas y demuéstrelas.

9. Considere las siguiente ecuaciones:

12 + 02 = 12, 32 + 42 = 52, 52 + 122 = 132,

72 + 242 = 252, 92 + 402 = 412, 112 + 602 = 612.

conjeture una la fórmula general sugerida por estas y demuéstrelas.

10. Si sin θ 6= 0 demuestre que para cada n ∈ N se tiene que:

a)

(cos θ)(cos 2θ)(cos 4θ)(cos 8θ) · · · [cos(2n−1θ)] =
sin(2nθ)

2n sin θ

b)

cos θ + cos 3θ + cos 5θ + · · · + cos(2n − 1)θ =
sin 2nθ

2 sin θ
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3.2. Notación de Sumatoria

Dados a1, a2, ..., an ∈ R vamos a definir:

n∑

i=m

ai = am + am+1 + · · · + an

la suma de n elementos. Se denomina sumatoria de los ai’s desde que i vale
1 hasta n.

Ejemplo 50.

5∑

i=1

2i − i = (21 − 1) + (22 − 2) + (23 − 3) + (24 − 4) + (25 − 5) = 47

5∑

i=3

2i − i = (23 − 3) + (24 − 4) + (25 − 5) = 44

De lo visto en la anterior sección se tiene por ejemplo que:

n∑

i=1

i =
n(n + 1)

2

n∑

i=1

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

n∑

i=1

i3 =
n2(n + 1)2

4

n∑

i=1

1

n(n + 1)
=

n

n + 1

n∑

i=0

ri =
1 − rn+1

1 − r
, r 6= 1

Algunas propiedades evidentes son las siguientes:

Proposición 21. Sean a, b ∈ N y n ≥ 0 un entero, entonces:
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1.
∑n

i=m ai =
∑n

j=m aj.

2.
∑n

i=m ai + bi =
∑n

i=m ai +
∑n

i=m bi.

3.
∑n

i=m ck ai = ck

∑n
i=m ai.

4.
∑n

i=t

∑m
j=r aij =

∑m
j=r

∑n
i=t aij

Demostración. Todas estas se pueden probar por inducción, veamos:

4. Vamos a usar inducción sobre n. Supongamos que n = t entonces:

m∑

j=r

atj =
m∑

j=r

atj , es V.

supongamos que
k∑

i=t

m∑

j=r

aij =

m∑

j=r

k∑

i=t

aij

y consideremos:

k+1∑

i=t

m∑

j=r

aij =

k∑

i=t

m∑

j=r

aij +

m∑

j=r

a(k+1)j

=

(
m∑

j=r

k∑

i=t

aij

)

+

m∑

j=r

a(k+1)j

=

m∑

j=r

( k∑

i=t

aij + a(k+1)j

)

=

m∑

j=r

(k+1∑

i=t

aij

)

por el principio de inducción la propiedad es verdadera ∀n ≥ t

Ejemplo 51. Calcular la suma de los n primeros términos de

ak =
k2 − k

2
− 3k
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vamos a aplicar la proposición anterior:

n∑

k=1

ak =

n∑

k=1

k2 − k

2
− 3k =

n∑

k=1

k2

2
− k

2
− 3k

=

n∑

k=1

k2

2
−

n∑

k=1

k

2
−

n∑

k=1

3k

=
1

2

n∑

k=1

k2 − 1

2

n∑

k=1

k − 3
n∑

k=1

k

=
1

2

n(n + 1)(2n + 1)

6
− 1

2

n(n + 1)

2
− 3

n(n + 1)

2

=
n(n + 1)(n − 10)

6

Proposición 22 (Cambio de Variable).

n∑

i=r

ai =
n−r+k∑

j=k

aj+r−k

Demostración. Basta hacer i = j + r − k.

Ejercicios

1. Calcular
7∑

i=2

1 − 2i,

7∑

n=2

(−1)i − i

2. Determinar una fórmula para

a)
∑n

i=1 1 − 2i3

b)
∑n

i=0 2i+1 − 4

c)
∑n

i=1 4i−1 − i3

3. Suponga que aij = i − j2 verificar que:

3∑

i=1

4∑

j=2

aij =
4∑

j=2

3∑

i=1

aij
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4. Usando la fórmula de cambio de variable muestre que:

n∑

i=0

1

2i−1
−

n+1∑

j=1

1

2j−1
= 2 − 1

2n

5. Usando la fórmula de cambio de variable muestre que:

2 +

n∑

i=1

1

2i
−

n+2∑

j=3

2

2j−2
= 1 +

1

2n

6. Exprese lo siguiente usando la notación de sumatoria.

a) 1 + 1
2

+ 1
3

+ · · ·+ 1
17

b) 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49

c) 13 − 23 + 33 − 43 + 53 − 63 + 73

3.3. Binomio de Newton

Es fácil verificar:

(a + b)1 = a + b

(a + b)2 = a2 + +2ab + b2

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

Podemos formular una regla general para (a + b)n? Para abordar este prob-
lema con propiedad vamos a ver un par de conceptos previos.

3.3.1. Coeficientes Binomiales

Dado n ≥ 0 entero definimos el factorial de n como:

0! = 1

n! = n · (n − 1)!, si n > 0.
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por lo tanto es claro que

1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, ...,

n! = 1 · 2 · 3 · · · · (n − 1) · n

Definición 23. Dados n, k ≥ 0 enteros tale que k ≤ n, el coeficiente binomial
se define:

(
n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
(3.1)

Ejemplo 52.

(
3

1

)

=
3!

1! (3 − 1)!
=

6

2
= 3

(
6

4

)

=
6!

4! (6 − 4)!
=

6 · 5 · 4!

4! · 2!
=

30

2
= 15

(
4

3

)

=
4!

3! (4 − 3)!
=

4 · 3!

3! · 1!
= 4

El coeficiente binomial tiene una interpretación muy importante en términos
del conteo, veremos esto con más detalle más adelante. Además se puede
mostrar que siempre es un número natural.

Teorema 24. Dados n ≥ k entero no negativos entonces:

1.

(
n

n

)

= 1.

2.

(
n

n − 1

)

= n.

3.

(
n

k

)

=

(
n

n − k

)

.

4.

(
n + 1

k

)

=

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

.
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Demostración. 2.
(

n

n − 1

)

=
n!

(n − 1)! (n − (n − 1))!
=

n · (n − 1)!

(n − 1)! 1!

=
n

1
= n

4.
(

n

k − 1

)

+

(
n

k

)

=
n!

(k − 1)! (n − k + 1)!
+

n!

k! (n − k)!

=
k · n!

k · (k − 1)! ((n + 1) − k)!
+

n! · (n − k + 1)

k! (n − k)! · (n − k + 1)

=
k · n!

k! (n − k + 1)!
+

n! · (n − k + 1)

k! (n + 1 − k)!

=
k · n! + n! · ((n + 1) − k)

k! ((n + 1) − k)!

=
k · n! + n! · (n + 1) − n! · k

k! ((n + 1) − k)!

=
(n + 1)!

k! ((n + 1) − k)!
=

(
n + 1

k

)

Observación 10. Del teorema es fácil determinar que:

(
n

n

)

=

(
n

0

)

= 1,

(
n

n − 1

)

=

(
n

1

)

= n

Proposición 25. Demostrar que:

(
n

0

)

+

(
n

1

)

+ · · ·+
(

n

n − 1

)

+

(
n

n

)

= 2n (3.2)

Demostración. Vamos a usar inducción, la propiedad es verdadera para n =
0, 1. Supongamos que:

k∑

i=0

(
k

i

)

= 2k
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entonces

k+1∑

i=0

(
k + 1

i

)

=

(
k + 1

0

)

+

k∑

i=1

(
k + 1

i

)

+

(
k + 1

k + 1

)

= 1 +
k∑

i=1

[(
k

i − 1

)

+

(
k

i

)]

+ 1, por (4) de T.30

= 1 +
k∑

i=1

(
k

i − 1

)

+
k∑

i=1

(
k

i

)

+ 1

= 1 +
k−1∑

j=0

(
k

j

)

+
k∑

i=1

(
k

i

)

+ 1, hacemos i = j + 1

=
k∑

j=0

(
k

j

)

︸ ︷︷ ︸

H.I.

+
k∑

j=0

(
k

j

)

︸ ︷︷ ︸

H.I.

= 2k + 2k = 2k+1

por el principio de inducción la ecuación (4.2) esta probada.

Ejercicios

1. Calcular 5!, 7!, 6!
4!

2. Calcular:
(
4
2

)
,
(
5
3

)
,
(
7
5

)
,
(
10
8

)

3. Demostrar que

(
2n

n

)

+

(
2n

n − 1

)

=
1

2

(
2n + 2

n + 1

)

4. Demuestre que

n

(
m + n

m

)

= (m + 1)

(
n + m

m + 1

)
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3.3.2. Teorema del Binomio de Newton

Vamos a usar los resultados anteriores para probar:

Teorema 26 (Binomio de Newton). Dado a, b ∈ R entonces para todo
n ≥ 0 se tiene que:

(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)

an−i bi (3.3)

Demostración.

(a + b)k+1 = (a + b)k

︸ ︷︷ ︸

H.I.

·(a + b) =

[
k∑

i=0

(
k

i

)

ak−i bi

]

· (a + b)

=
k∑

i=0

(
k

i

)

ak−i+1 bi +
k∑

i=0

(
k

i

)

ak−i bi+1

= ak+1 +

k∑

i=1

(
k

i

)

ak−i+1 bi

︸ ︷︷ ︸

i=j

+

k−1∑

i=0

(
k

i

)

ak−i bi+1

︸ ︷︷ ︸

j=i+1

+bk+1

= ak+1 +

k∑

j=1

(
k

j

)

ak−j+1 bj +

k∑

j=1

(
k

j − 1

)

ak−j+1 bj + bk+1

= ak+1 +

k∑

j=1

[(
k

j

)

+

(
k

j − 1

)]

︸ ︷︷ ︸

T.30

a(k+1)−j bj + bk+1

= ak+1 +

k∑

j=1

(
k + 1

j

)

a(k+1)−j bj + bk+1

(a + b)k+1 =

k+1∑

j=0

(
k + 1

j

)

a(k+1)−j bj

por el P.I. la propiedad esta demostrada.

El triángulo de Pascal nos proporciona una forma simple de calcular los
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coeficientes

(
n

i

)

del binomio de Newton:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

la n-ésima fila del triángulo se determina respecto de la fila anterior utilizando
4. del T.30:

· · ·
(

n − 1

k − 1

) (
n − 1

k

) (
n − 1

k + 1

)

· · ·
(

n

k − 1

) (
n

k

) (
n

k + 1

) (
n

k + 2

)

El desarrollo del binomio (a + b)n tiene n + 1 términos, entonces podemos
enumerarlos del siguiente modo:

(a + b)n =

(
n

0

)

an

︸ ︷︷ ︸

T0

+

(
n

1

)

an−1b

︸ ︷︷ ︸

T1

+

(
n

2

)

an−2b2

︸ ︷︷ ︸

T3

+ · · ·+
(

n

n − 1

)

abn−1

︸ ︷︷ ︸

Tn

+

(
n

n

)

bn

︸ ︷︷ ︸

Tn+1

por lo tanto el término k-ésimo del binomio (a + b)n es:

Tk =

(
n

k − 1

)

an−k+1 bk−1, k = 0, 1, ..., n (3.4)

Ejemplo 53. Hallar la suma de los coeficientes de (1 + x)n.
Veamos que:

(1 + x)n =

n∑

i=0

(
n

i

)

1n−i xi =

n∑

i=0

(
n

i

)

xi

haciendo x = 1 tenemos que

(1 + 1)n = 2n =
n∑

i=0

(
n

i

)

.
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Ejemplo 54. Para el binomio:

(

8x3 − 1√
2x

)n

se sabe que el coeficiente binomial del tercer término es igual a 105. Encuentra
el término decimotercero.
Solución.- Por la hipótesis del problema sabemos que

(
n
2

)
= 105 es decir

n(n − 1)

2
= 105

resolviendo tenemos n = 15, por lo tanto

T13 =

(
15

12

)
(
8x3
)15−12

(

− 1√
2x

)12

simplificando tenemos que
T13 = 3640 x3

Ejemplo 55. Hallar el valor de x tal que el tercer termino del desarrollo

(

2
x
√

2−1 +
4

4−x
√

4

)6

es igual a 240.
Solución.- Notemos que

T3 =

(
6

2

)[

2
x
√

2−1
]4
[

4
4−x
√

4

]2

= 240

15
[

2(1− 1

x
)·4
] [

4(1− 1

4−x
)·2
]

= 15 · 42

[

4(1− 1

x
)·2
] [

4(1− 1

4−x
)·2
]

= 42

4(1− 1

x
)·2+(1− 1

4−x
)·2 = 42

entonces basta resolver: (1− 1
x
) · 2 + (1− 1

4−x
) · 2 = 2. Simplificando tenemos

que x2 − 4x + 4 = 0 es decir x = 2.
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Ejercicios

1. Usando el Teorema del Binomio de Newton calcular:

a) (a − b)3

b) (a + b + c)2

c) (1 − x)5

2. Hallar el T9 del binomio
(

a
x
−√

x
)16

.

3. Determinar término del desarrollo de
(

3
4

3
√

a2 + 2
3

√
a
)12

que contiene a7.

4. Para el binomio (

8x3 − 1√
2x

)n

se sabe que el coeficiente binomial del tercer término es igual a 105.
Encuentra el término decimotercero.

5. Para el binomio: (

x2 − 1

x

)n

se sabe que los coeficientes binomicos de los términos cuarto y deci-
motercero son iguales. Encuentra el término que tiene x15

6. Para el binomio: (

x2 +
1

x

)n

se sabe que la suma de los coeficientes binómicos de los últimos tres
términos es igual a 121. Encuentra el término que tiene x−12.

7. Simplificar la expresión

(

a + 1
3
√

a2 − 3
√

a + 1
− a − 1

a −√
a

)10

y determinar el término del desarrollo que no contiene a.
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8. Determinar para que valores de x, la suma de los términos tercero y
quinto en el desarrollo de

(√
2x +

1√
2x−1

)m

es igual a 135, sabiendo que la suma de los coeficiente binomiales de
los últimos tres términos es igual a 22.

9. ¿Para que valor de n los coeficientes de binomiales de de los térmi-
nos segundo, tercero y cuarto del desarrollo de (1 + x)n forman una
progresión aritmética?

10. Hallar el valor de x en la expresión
(

x + xlog x
)5

de modo que su tercer término valga 1000000.

3.4. Divisibilidad

Definición 27. Si a, b ∈ Z diremos que ”a divide a b”si existe k ∈ Z tal que
b = k a y escribiremos a|b. Es decir:

a|b ⇔ ∃k ∈ Z : b = k a.

Por ejemplo 3|6 pues existe k = 2 tal que 6 = 2 · 3. Una propiedad muy
importante es:

Proposición 28. Sean α, β ∈ Z , si n|a y n|b entonces

n|α a + β b.

Demostración. Por hipótesis existen k1, k2 ∈ Z tale que a = k1 n y b = k2 n
entonces:

α a + β b = α (k1 n) + β (k2 n)

= (α k1 + β k2) n

= k n

aśı existe k = α k1 + β k2 tal que α a + β b = k n por lo tanto

n|α a + β b.
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Por ejemplo 5|10 y 5|15 entonces si tomamos α = −2 y β = 3 entonces
(−2) 10 + 3 · 15 = 25 y es claro que 5|25.

Ejemplo 56. Demostrar, utilizando el Principio de Inducción, que:

∀n ∈ N : 3|7n − 4n.

La propiedad que vamos a estudiar es :

P (n) : 3|7n − 4n.

es claro que P (1) : 3|7 − 4 es verdad, entonces supongamos que

P (k) : 3|7k − 4k, es V

y vamos a demostrar que P (k + 1) es también verdad, veamos:

7k+1 − 4k+1 = 7k · 7 + 4k · 4
= 7k · 7 − 4 · 7k + 4 · 7k + 4k · 4
= 7k(7 − 4) + 4(7k + 4k)

= 7k · 3 + 4 (7k + 4k)
︸ ︷︷ ︸

H.I

Como 3|7k + 4k por la H. I.y 3|7k · 3 entonces por la P.28 tenemos que

3|7k+1 − 4k+1

aśı P (k + 1) es V. Por el P.I. tenemos que:∀n ∈ N : 3|7n − 4n.

Ejemplo 57. Demostrar, utilizando el Principio de Inducción, que:

∀n ∈ N : (a + b)|a2n−1 + b2n−1.

Ejemplo 58. Demostrar, utilizando el Principio de Inducción, que:

∀n ∈ N : 8|32n + 7.
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Ejemplo 59. Demostrar, utilizando el Principio de Inducción, que:

∀n ≥ 0 : 9|n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3.

La propiedad que vamos a estudiar es :

P (n) : 9|n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3.

es claro que P (1) : 9|9 es verdad, entonces supongamos que

P (k) : 9|k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3, es V

y vamos a demostrar que P (k + 1) es también verdad, veamos:

(k + 1)3 + (k + 2)3 + (k + 3)3 = 3k3 + 18k2 + 33k + 36

= 3
(
[k3 + 3k2 + 5k + 3] + [3k2 + 6k + 9]

)

= 3
(
[k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3] + 3[k2 + 2k + 3]

)

= 3 [k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3]
︸ ︷︷ ︸

H.I.

+9(k2 + 2k + 3)

por H.I. 9|k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3 y 9|9(k2 + 2k + 3) entonces por la P.28
tenemos que

9|(k + 1)3 + (k + 2)3 + (k + 3)3

aśı P (k + 1) es V. Por el P.I. tenemos que:∀n ≥ 0 : P (n) : 9|n3 + (n +
1)3 + (n + 2)3

Ejemplo 60. Demostrar, utilizando el Principio de Inducción, que:

∀n ∈ N : 57|7n+2 + 82n+1.

Ejercicios

1. Demostrar que 3 divide a 22n + 5.

2. Demostrar que 3 divide a 22n+1 + 1.

3. Demostrar que 64 divide a 72n + 16n − 1.

4. Demostrar que 6|n3 + 11n para todo n.

5. Demostrar que 4n + 15n − 1 es divisible por 9.

6. Demostrar que 3n+2|(103n − 1).



Caṕıtulo 4

Binomio de Newton

4.1. Introducción

Es fácil verificar:

(a + b)1 = a + b

(a + b)2 = a2 + +2ab + b2

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

Podemos formular una regla general para (a + b)n? Para abordar este prob-
lema con propiedad vamos a ver un par de conceptos previos.

4.2. Coeficientes Binomiales

Dado n ≥ 0 entero definimos el factorial de n como:

0! = 1

n! = (n − 1)!, si n > 0.

por lo tanto es claro que

1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, ...,

n! = 1 · 2 · 3 · · · · (n − 1) · n

95
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Definición 29. Dados n, k ≥ 0 enteros tale que k ≤ n, el coeficiente binomial
se define:

(
n

k

)

=
n!

k! (n − k)!
(4.1)

Ejemplo 61.

(
3

1

)

=
3!

1! (3 − 1)!
=

6

2
= 3

(
6

4

)

=
6!

4! (6 − 4)!
=

6 · 5 · 4!

4! · 2!
=

30

2
= 15

(
4

3

)

=
4!

3! (4 − 3)!
=

4 · 3!

3! · 1!
= 4

El coeficiente binomial tiene una interpretación muy importante en términos
del conteo, veremos esto con más detalle más adelante. Además se puede
mostrar que siempre es un número natural.

Teorema 30. Dados n ≥ k entero no negativos entonces:

1.

(
n

n

)

= 1.

2.

(
n

n − 1

)

= n.

3.

(
n

k

)

=

(
n

n − k

)

.

4.

(
n + 1

k

)

=

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

.

Demostración. 2.
(

n

n − 1

)

=
n!

(n − 1)! (n − (n − 1))!
=

n · (n − 1)!

(n − 1)! 1!

=
n

1
= n
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4.

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

=
n!

(k − 1)! (n − k + 1)!
+

n!

k! (n − k)!

=
k · n!

k · (k − 1)! ((n + 1) − k)!
+

n! · (n − k + 1)

k! (n − k)! · (n − k + 1)

=
k · n!

k! (n − k + 1)!
+

n! · (n − k + 1)

k! (n + 1 − k)!

=
k · n! + n! · ((n + 1) − k)

k! ((n + 1) − k)!

=
k · n! + n! · (n + 1) − n! · k

k! ((n + 1) − k)!

=
(n + 1)!

k! ((n + 1) − k)!
=

(
n + 1

k

)

Observación 11. Del teorema es fácil determinar que:

(
n

n

)

=

(
n

0

)

= 1,

(
n

n − 1

)

=

(
n

1

)

= n

4.3. Notación de Sumatoria

Dados a1, a2, ..., an ∈ R vamos a definir:

n∑

i=m

ai = am + am+1 + · · · + an

la suma de n elementos. Se denomina sumatoria de los ai’s desde que i vale
1 hasta n.
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Ejemplo 62.

5∑

i=1

2i − i = (21 − 1) + (22 − 2) + (23 − 3) + (24 − 4) + (25 − 5) = 47

5∑

i=3

2i − i = (23 − 3) + (24 − 4) + (25 − 5) = 44

Algunas propiedades evidentes son las siguientes:

Proposición 31. Sean a, b ∈ N y n ≥ 0 un entero, entonces:

1.
∑n

i=m ai =
∑n

j=m aj.

2.
∑n

i=m ai + bi =
∑n

i=m ai +
∑n

i=m bi.

3.
∑n

i=m ck ai = ck

∑n
i=m ai.

4.
∑n

i=t

∑m
j=r aij =

∑m
j=r

∑n
i=t aij

Demostración. Todas estas se pueden probar por inducción, veamos:

4. Vamos a usar inducción sobre n. Supongamos que n = t entonces:

m∑

j=r

atj =
m∑

j=r

atj , es V.

supongamos que

k∑

i=t

m∑

j=r

aij =
m∑

j=r

k∑

i=t

aij
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y consideremos:

k+1∑

i=t

m∑

j=r

aij =

k∑

i=t

m∑

j=r

aij +

m∑

j=r

a(k+1)j

=

(
m∑

j=r

k∑

i=t

aij

)

+

m∑

j=r

a(k+1)j

=

m∑

j=r

( k∑

i=t

aij + a(k+1)j

)

=

m∑

j=r

(k+1∑

i=t

aij

)

por el principio de inducción la propiedad es verdadera ∀n ≥ t

Ejemplo 63. Calcular la suma de los n primeros términos de

an =
n2 − n

2
− 3n

vamos a aplicar la proposición anterior:
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

k2 − k

2
− 3k =

n∑

k=1

k2

2
− k

2
− 3k

=

n∑

k=1

k2

2
−

n∑

k=1

k

2
−

n∑

k=1

3k

=
1

2

n∑

k=1

k2 − 1

2

n∑

k=1

k − 3

n∑

k=1

k

=
1

2

n(n + 1)(2n + 1)

6
− 1

2

n(n + 1)

2
− 3

n(n + 1)

2

=
n(n + 1)(n − 10)

6

Proposición 32 (Cambio de Variable).

n∑

i=r

ai =

n−r+k∑

j=k

aj+r−k
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Demostración. Basta hacer i = j + r − k.

Proposición 33. Demostrar que:

(
n

0

)

+

(
n

1

)

+ · · ·+
(

n

n − 1

)

+

(
n

n

)

= 2n (4.2)

Demostración. Vamos a usar inducción, la propiedad es verdadera para n =
0, 1. Supongamos que:

k∑

i=0

(
k

i

)

= 2k

entonces

k+1∑

i=0

(
k + 1

i

)

=

(
k + 1

0

)

+

k∑

i=1

(
k + 1

i

)

+

(
k + 1

k + 1

)

= 1 +
k∑

i=1

[(
k

i − 1

)

+

(
k

i

)]

+ 1, por (4) de T.30

= 1 +
k∑

i=1

(
k

i − 1

)

+
k∑

i=1

(
k

i

)

+ 1

= 1 +
k−1∑

j=0

(
k

j

)

+
k∑

i=1

(
k

i

)

+ 1, hacemos i = j + 1

=
k∑

j=0

(
k

j

)

︸ ︷︷ ︸

H.I.

+
k∑

j=0

(
k

j

)

︸ ︷︷ ︸

H.I.

= 2k + 2k = 2k+1

por el principio de inducción la ecuación (4.2) esta probada.

4.4. Teorema del Binomio de Newton

Vamos a usar los resultados anteriores para probar:
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Teorema 34 (Binomio de Newton). Dado a, b ∈ R entonces para todo
n ≥ 0 se tiene que:

(a + b)n =

n∑

i=0

(
n

i

)

an−i bi (4.3)

Demostración.

(a + b)k+1 = (a + b)k

︸ ︷︷ ︸

H.I.

·(a + b) =

[
k∑

i=0

(
k

i

)

ak−i bi

]

· (a + b)

=
k∑

i=0

(
k

i

)

ak−i+1 bi +
k∑

i=0

(
k

i

)

ak−i bi+1

= ak+1 +

k∑

i=1

(
k

i

)

ak−i+1 bi

︸ ︷︷ ︸

i=j

+

k−1∑

i=0

(
k

i

)

ak−i bi+1

︸ ︷︷ ︸

j=i+1

+bk+1

= ak+1 +

k∑

j=1

(
k

j

)

ak−j+1 bj +

k∑

j=1

(
k

j − 1

)

ak−j+1 bj + bk+1

= ak+1 +

k∑

j=1

[(
k

j

)

+

(
k

j − 1

)]

︸ ︷︷ ︸

T.30

a(k+1)−j bj + bk+1

= ak+1 +

k∑

j=1

(
k + 1

j

)

a(k+1)−j bj + bk+1

(a + b)k+1 =

k+1∑

j=0

(
k + 1

j

)

a(k+1)−j bj

por el P.I. la propiedad esta demostrada.

El triángulo de Pascal nos proporciona una forma simple de calcular los
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coeficientes

(
n

i

)

del binomio de Newton:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

la n-ésima fila del triángulo se determina respecto de la fila anterior utilizando
4. del T.30:

· · ·
(

n − 1

k − 1

) (
n − 1

k

) (
n − 1

k + 1

)

· · ·
(

n

k − 1

) (
n

k

) (
n

k + 1

) (
n

k + 2

)

El desarrollo del binomio (a + b)n tiene n + 1 términos, entonces podemos
enumerarlos del siguiente modo:

(a + b)n =

(
n

0

)

an

︸ ︷︷ ︸

T0

+

(
n

1

)

an−1b

︸ ︷︷ ︸

T1

+

(
n

2

)

an−2b2

︸ ︷︷ ︸

T3

+ · · ·+
(

n

n − 1

)

abn−1

︸ ︷︷ ︸

Tn

+

(
n

n

)

bn

︸ ︷︷ ︸

Tn+1

por lo tanto el término k-ésimo del binomio (a + b)n es:

Tk =

(
n

k − 1

)

an−k+1 bk−1, k = 0, 1, ..., n (4.4)

Ejemplo 64. Hallar la suma de los coeficientes de (1 + x)n.
Veamos que:

(1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)

1n−i xi =
n∑

i=0

(
n

i

)

xi

haciendo x = 1 tenemos que

(1 + 1)n = 2n =
n∑

i=0

(
n

i

)

.



Caṕıtulo 5

Combinatoria

5.1. Introducción

En el presente caṕıtulo nos centraremos en el problema de conteo, es decir
aprenderemos a contar de manera ordenada, si bien en principio puede pare-
cer una tarea sencilla el problema se torna dif́ıcil si pretendemos contar, por
ejemplo, todas las formas en las que podemos pintar el mapa de Bolivia con
cinco distintos colores. Veremos que las técnicas para hacer esto son bastante
interesantes e introducen ideas muy profundas acerca de la estructura de los
números naturales. El conteo no solo es de importancia en la Matemática
si no también en las probabilidades, la teoŕıa de códigos, en el análisis de
algoritmos, en la bioloǵıa, etc.

5.2. Regla del Producto.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 65. Queremos conocer el número de divisores de 600.

Una primera idea seŕıa encontrar todos los divisores positivos de 600, por
ejemplo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, ... con algo de paciencia encontraremos que tiene
24 divisores. Notemos que de esta manera no solo vamos verificando que
1, 2, 3, 4, ... son divisores de 600 sino que en cada caso debemos descartar al
7, 9, 11, ... por supuesto esta tarea no es sencilla. Otra forma de abordar el
problema seria observar que

600 = 23 × 3 × 52

103
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y que todo divisor de 600 debe ser de la forma

2α × 3β × 5γ

Donde 0 ≤ α ≤ 3, 0 ≤ β ≤ 1 y 0 ≤ γ ≤ 2. Entonces resulta claro que para
cada posible elección de (α, β, γ) como ser (1, 0, 2) existe un divisor de 600,
en este caso 21 × 30 × 52 = 50.
Aśı podemos decir que el número de divisores de 600 es 4 × 2 × 3 = 24.

20 × 30 × 50 = 1, 21 × 30 × 50 = 2, 22 × 30 × 50 = 4, 23 × 30 × 50 = 8
20 × 31 × 50 = 3, 21 × 31 × 50 = 6, 22 × 30 × 51 = 15, 23 × 31 × 52 = 24
21 × 31 × 51 = 30, 21 × 32 × 50 = 18, 22 × 31 × 51 = 60, 23 × 31 × 51 = 120

...
...

...
...

gráficamente podemos ilustrar este proceso del siguiente modo:

(0, , )

(0, 0 , ) (0,1, )

(0,0,0) (0,0,1) (0,0,2) (0,1,0) (0,1,1) (0,1,2)

Para la primera casilla tenemos cuatro posibles elecciones ( 0, 1, 2, 3 las posi-
bles potencias de 2) en el proceso de formar una terna, para la segunda casilla
tenemos dos posibles elecciones (0, 1 las posibles potencias de 3) y finalmente
para completar la terna tenemos tres posibilidades más.

Este tipo de procesos en el cual separamos nuestra Tarea (de seleccionar una
terna) en varias etapas (tres en este caso) donde las etapas dependen entre
si se conoce como la regla del producto, para ser más precisos diremos que:
Regla del Producto:
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Si una tarea se puede descomponer en dos etapas y si existen m posibles
formas de realizar la primera etapa, y n posibles formas de realizar la
segunda etapa, entonces el procedimiento total se puede realizar, de

m × n, formas.

ETAPA 1 ETAPA 2

Acá es importante notar que los que se quiere es realizar una TAREA pero
para este fin la dividimos en dos etapas ETAPA 1 y ETAPA 2. Existe un
dependencia directa en la forma en la que se va a realizar cada etapa.

Ejemplo 66. ¿Cuantos números enteros tales que 0 ≤ n ≤ 100 hay que sean
pares?

Solución.- Por supuesto los números que estamos buscando pueden tener
uno o dos d́ıgitos por ejemplo queremos contar números como: 2, 4, 56, 54, 88
además se consideramos que 02 = 2, vamos a separar la tarea de contarlos
en dos etapas:

ETAPA 1: Seleccionar el primer d́ıgito (el de las decenas), esta etapa se la
puede realizar de 10 maneras distintas.

ETAPA 2: Seleccionar el segundo d́ıgito. Como este debe ser par puede ser
elegido entre 0, 2, 4, 6, 8 aśı hay cinco posibilidades.

E1 E2

Por el principio del producto tenemos que hay 10×5 = 50 números con estas
caracteŕısticas.

Una forma conveniente de utilizar este principio se basa en la siguiente ob-
servación:

Observación 12. De manera más general supongamos que queremos formar
listas de elementos de tamaño k, de modo que el primer elemento pertenez-
ca al primer conjunto A1, el segundo al conjunto A2, etc. es decir contamos
con k conjuntos A1, A2, ..., Ak cada uno con n1, n2, ..., nk elementos respecti-
vamente.
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E1 E2 ..... Ek

Entonces, el número de listas que podemos formar será por lo tanto

n1 × n2 × · · · × nk

esto precisamente por la regla del producto.

Ejemplo 67. Consideramos como palabra cualquier configuración de conso-
nantes y vocales por ejemplo AAA, ABB, CBS,...) entonces:

a) ¿Cuántas palabras de tres letras se pueden formar con las consonantes B,
C, D y las cinco vocales?

b) Y cuantas de modo que cada palabra comience y termine en consonante?

Solución.-

a) Para formar una palabra de tres letras podemos separar este procedimiento
en tres etapas, escoger la primera letra, luego la segunda y finalmente
la tercera.

L L L

Además cada una de estas etapas la podemos realizar de 5 (vocales)+3(consonantes)=
8 formas diferentes aśı por la regla del producto podemos formar

8 × 8 × 8 = 83 = 512

palabras distintas.

b) Ahora si además cada palabra debe comenzar y terminar con una conso-
nante.

C L C
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Para la primera y tercera tarea no podemos escoger una vocal aśı el
resultado debe ser 3 × 8 × 3 = 192 (por la regla del producto) palabras
distintas.

Observación 13. Si en el problema anterior solo podŕıamos usar una vez
cada consonante y cada vocal el resultado para la primera pregunta seŕıa
8×7×6 y para la segunda 5×6×4 pues elegimos primero las dos consonantes
con las que empieza y termina la palabra y para la letra de en medio tenemos,
además de las vocales las consonantes que no fueron elegidas.

Ejemplo 68. Determine el número de enteros de cinco d́ıgitos (que no
comiencen con cero 12350, 12248,...) en los que

a) Se pueden repetir los d́ıgitos.

b) Ningún d́ıgito se pueda repetir.

Solución.- Para formar un número en general tenemos {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
números disponibles. Respondamos primero

a) Si el primer d́ıgito no puede ser 0 entonces tenemos 9 posibles elecciones
para el primer d́ıgito y para los restantes d́ıgitos 10 posibles elecciones
aśı tenemos:

9 × 10 × 10 × 10 × 10 = 9 × 104 (por la regla del producto)

Números distintos.

b) En la segunda parte no se permite que se repitan los d́ıgitos aśı por ejemplo
12345, 23598 son válidos y 23588, 20058 no lo son. Para la primera
posición tenemos 9 posibilidades, pues no incluimos al cero, para la
segunda tenemos los que no escogimos en la primera y al cero es decir
9 para la tercera 8, etc aśı deben haber

9 × 9 × 8 × 7 × 6 = 27216 (por la regal del producto)

números distintos.
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Ejemplo 69. Dos personas vieron a unos hombres alejarse en un automóvil
frente a una joyeŕıa, justo antes de que sonara una alarma contra robos.
Cuando fueron interrogadas por la polićıa, las dos personas dieron la siguiente
información acerca de la placa (que constaba de dos letras seguidas de cuatro
d́ıgitos). La primer persona estaba segura de que la segunda letra de la placa
era una O ó una Q, y que el último d́ıgito era un 3 o un 8. La segunda persona
dijo que la primera letra de la placa era una C o una G y que el primer d́ıgito
era definitivamente un 7. ¿Cuántas placas diferentes tendrá que verificar la

polićıa? Solución.- De la información de los testigos la polićıa puede deducir
que la placa tiene la forma:

[Letra Letra 7 Num Num Num]

para la primera letra tenemos dos opciones {C, G} para la segunda {O, Q},
no sebe nada acerca de los d́ıgitos segundo y tercero. El primero es 7 y el
último es uno entre {3, 8}. Aśı tenemos que la cantidad de placas que la
polićıa debe investigar es:

2 × 2 × 1 × 10 × 10 × 2 = 800

5.3. Regla de la Suma

Otro principio fundamental de la combinatoria es la regla de la suma, en este
caso, al igual que en la regla del producto, consideraremos un procedimiento
que se puede separar en tareas y diremos que:
Si una tarea se pude separar en dos tareas y la primera tarea puede realizarse
de m formas y la segunda tarea puede realizarse de n formas, y no es posi-
ble realizar ambas tareas de manera simultánea, entonces la tarea se puede
realizar de m + n formas.

Tarea 1 Tarea 1

A diferencia de la regla del producto la tarea que se desea realizar se la separa
en otras dos subtareas que son independientes una de la otra.
La diferencia esencial, con la regla el producto, radica en que hacer la TAREA
1 es una de forma de hacer la TAREA. En cambio realizar la ETAPA 1, en la
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regla del producto, es realizar una parte de la tarea, es decir no hemos hecho
la TAREA sino que estamos en proceso de hacerla.

Veamos algunos ejemplos del uso de esta regla:

Ejemplo 70. Supongamos que una biblioteca tiene 40 libros de Matemática
y 30 de filosof́ıa. Si un estudiante quiere seleccionar un solo libro de estos
dos temas, por la regla de la suma puede elegir entre 40 + 30 = 70 libros.
Note que el estudiante desea escoger un libro de matemática o bien uno de
filosof́ıa.

Muchas veces resulta útil combinar ambas reglas, para esto veamos algunos
ejemplos:

Ejemplo 71. Determinar la cantidad de números de hasta cuatro cifras.

Solución.- Por ejemplo algunos de los números que queremos formar son:
1, 2, 333, 2508

Vamos a separar esta tarea en otras cuatro sub tareas:

Tarea 1: Formar números de un solo d́ıgito. (Respuesta: 9)

Tarea 2: Formar números de dos d́ıgitos. (Respuesta: 9 × 10 = 90)

Tarea 3: Formar números de tres d́ıgitos. (Respuesta: 9 × 10 × 10 = 900).

Tarea 4: Formar números de un cuatro d́ıgitos. (Respuesta: 9×10×10×10 =
9000).

Cada una de estas se las puede resolver por la regla del producto. Y como la
tarea principal la separamos en estas otras, las cuales NO se pueden realizar
de manera simultánea (son independientes) tenemos que la respuesta es:

(9) + (9 × 10) + (9 × 10 × 10) + (9 × 10 × 10 × 10) = 9999

Ejemplo 72. Tres pueblos, designados como A, B y C están intercomunica-
dos por un sistema de carreteras de doble sentido.
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A

B

C

1. De cuantas formas se puede llegar del Pueblo A al pueblo C.

2. ¿Cuántos trayectos se puede hacer del pueblo A al pueblo C y de regreso
al pueblo A?

3. Cuantos trayectos se pueden hacer del pueblo A al pueblo C que pasen
necesariamente por B?

Solución.- Observemos que tenemos dos rutas que unen de manera directa A
con C y otras que pasan por B. Vamos a separar esto en estas dos tareas
precisamente:

Tarea 1: Llegar de A a C de forma directa, es decir sin pasar por B (Hay
dos caminos).

Tarea 2: Llegar de A a C pasando por B. Por la regla del producto hay
5 × 3 = 15 formas de hacer esto.

Por lo tanto la respuesta es:

1. 2 + 15 = 17.

2. 17 + 17 = 34.

3. 15
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5.4. Permutaciones.

Dado un conjunto {a, b, c, d} podemos ordenar sus elementos, por ejemplo
de la siguiente forma: (a, c, b, d) ó (d, b, c, a) por supuesto estas formas de
ordenarlos son diferentes una de la otra. Con un poco de paciencia podemos
determinar que:

(a, b, c, d), (a, b, d, c), (a, d, b, c), (a, b, d, c), (a, c, d, b), (a, c, b, d), (c, d, a, b), (c, a, b, d),

(c, a, d, b), (c, d, a, b), (c, d, b, a), (c, b, d, a), (b, a, c, d), (b, a, d, c), (b, c, a, d), (b, c, d, a),

(b, d, a, c), (b, d, c, a), (d, a, b, c), (d, a, c, b), (d, b, c, d), (d, b, d, c), (d, c, b, a), (d, c, a, b).

Son todas formas de ordenarlos. En total 24. Otra forma de llegar al mismo
resultado es por supuesto utilizando la regla del producto. Veamos: Vamos a
separar la tarea en cuatro etapas:

Etapa 1: Elegimos el primer elemento. (Hay cuatro elecciones, digamos a).

Etapa 2: Elegimos el segundo elemento. (Hay tres posibles elecciones, dig-
amos b).

Etapa 3: Elegimos el tercer elemento. (Hay dos elecciones, digamos c).

Etapa 4: Elegimos el cuarto elemento. (Hay una sola elección d).

E1 E2 E3 E4

Aśı por la regla del producto hay 4 × 3 × 2 × 1 = 24 posibles resultados.

Teorema 35. Si a1, a2, ..., an son objetos distintos, existen

n · (n − 1) · · · · 2 · 1 = n!

Formas de ordenarlos.

Demostración. Es evidente a partir de la regla del producto.
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Un arreglo de n elementos diferentes ordenados de forma lineal se denomina
PERMUTACION por le teorema anterior existen n! y usaremos la siguiente
notación:

Pn = n!

Ejemplo 73. Un grupo de 5 estudiantes se deben sentar en una fila de cinco
asientos. De cuantas formas lo pueden hacer? Y si además hay dos que deben
ir siempre juntos?

Solución.- Supongamos que las personas son: {a1, a2, a3, a4, a5}. En el primer
caso hay

P5 = 5! = 120

formas, por ejemplo:

a1 a2 a3 a4 a5, a1 a2 a5 a3 a4.

En el segundo caso supongamos que {a1, a2} son las dos personas que deben
sentarse juntas, entonces podemos considerar dos etapas:

Etapa 1: Sentar a a1, a2 juntas. Hay dos formas.

Etapa 1: Si consideramos a estas como una sola nos damos a la tarea de
sentar a las cuatro personas en una fila, hay P4 = 4! formas diferentes
de hacer esto.

Aśı la resultado final es: 2 · 4! = 48 formas. Las dos etapas se pueden ilustrar
de la siguiente manera:

(a1a2)a5a3a4, a3(a1a2)a5a4

Ejemplo 74. Consideremos el conjunto I4 = {1, 2, 3, 4} una función f :
I4 → I4 es inyectiv si

f(a) = f(b) ⇒ a = b

por ejemplo: f = {(1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 3)} es inyectiva,podemos representar
esta función de la siguiente manera:

f =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
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es decir escribimos los elementos del dominio de f en la parte superior de
forma ordenada y sus respectivas imágenes en la parte inferior:

f =





1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓

f(1) f(2) f(4) f(3)





Otras funciones inyectivas de I4 en I4 son

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)

,

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)

¿Cuántas funciones inyectivas de este tipo existen? Debe resultar claro que la
pregunta es equivalente a de cuantas formas podemos ordenar los elementos
del I4 en la segunda fila de

(
1 2 3 4
� � � �

)

es decir 4!.
En general si denotamos con In = {1, 2, 3, ..., n} y A = {a1, a2, a3, ..., an} los
elementos del conjunto

SA = {f : In → A|f en inyectiva}

Se denominan permutaciones de A y es claro que |SA| = n!.

Una técnica muy útil a la hora de resolver problemas puede ser el de pasar al
COMPLEMENTO, es decir que si queremos calcular el número de elementos
de un determinado conjunto y resulta más sencillo calcular el número de
elementos de su complemento

|A| = |U | − |Ac|

veamos un ejemplo de esta técnica.

Ejemplo 75. Calcular el número de elementos de

A = {n ∈ N : n no divide a 2500 ∧ 1 ≤ n ≤ 2500}.

Solución.- Para resolver este problema consideremos
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B = {n ∈ N : n divide a 2500}
el complemento de A. Nosotros sabemos calcular el tamaño de B (recordemos
la técnica usada en el E.65 de la Regla del Producto) basta observar que
2500 = 22·54 aśı |B| = 23·55 como |A∪B| = 2500 la cantidad de números de 1
a 2500 (los cuales dividen o no dividen a 2500), luego como |A∪B| = |A|+|B|
tenemos que

|A| = |A ∪ B| − |B| = 2500 − 23 · 55 = 23 · 55(10 − 1)

Aśı 2500 tiene 23 · 55(10 − 1) divisores.

5.5. Variaciones

Como para las permutaciones, consideremos un conjunto A = {a1, a2, ..., an}
de n elementos queremos formar como antes listas ordenadas con los elemen-
tos de A solo que esta vez restringiremos el tamaño de estas.
Por ejemplo supongamos que A = {a, b, c, d, e} queremos formar ordenamien-
tos de de tamaño 3 con los elementos de A son por ejemplo: acb, abd, dae, ...
como antes nos interesan ordenamientos en los cuales los elementos no se
repitan. Por la regla del producto la respuesta será

5 · 4 · 3 = 60

Aśı en general tenemos que el número de maneras de formar listas de tamaño
k con los elementos de un conjunto de tamaño n será n · (n − 1) · · · (k − 1).
Una variación de tamaño k, , 1 ≤ k ≤ n, de un conjunto de n elementos es un
ordenamiento de k elementos elegidos de un conjunto de tamaño n. Aśı en
número de VARIACIONES que se pueden formar de esta manera será:

Vn,k = n · (n − 1) · · · (n − (k − 1))

Además es claro que:

n · (n − 1) · · · (k − 1) =
(n · (n − 1) · · · (n − (k − 1)) · (n − k) · · ·2 · 1)

(n − k) · · ·2 · 1

=
n!

(n − k)!
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Aśı

Vn,k =
n!

(n − k)!

Las Variaciones de tamaño k elegidas de un conjunto de tamaño n.

Ejemplo 76. De un grupo de 10 personas se tiene que elegir tres para cargos
administrativos: Director, Sub director y Supervisor. ¿De cuántas formas se
puede hacer la elección?
Solución.- Notemos que tenemos tres puestos diferentes y que una persona no
puede ocupar dos o mas al mismo tiempo, es decir no se admiten repetición.
Aśı la respuesta será:

V10,3 =
10!

3!
= 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 604800

Ejemplo 77. Una bolsa contiene 20 letras distintas: L1, L2, ..., L20. For-
mamos una palabra extrayendo una tras otra, hasta llegar a cuatro letras.

a) Determina cuantas palabras distintas podremos formar.

a) Supongamos que cambiamos el procedimiento de extracción: cada vez que
extraemos una letra, tras tomar nota, la volvemos a introducir en la
bolsa. Determinar cuantas palabras distintas de cuatro letras se pueden
obtener de esta manera.

Solución.-

a) Al formar palabras, nos interesa el orden en el cual vamos obteniendo las
letras, y solamente extraemos cuatro aśı la respuesta debe ser:

V20,4 =
20!

4!

b) Este caso es diferente al anterior, en hecho de que reponemos las letras
que extraemos de la bolsa, es decir que es posible obtener palabras tales
como:

L1L1L1L3, L2L3L15L20, L1L4L18L5

por supuesto no son variaciones sin embargo es claro que por la regla
del producto tenemos que se pueden formar 20·20·20·20 = 204 palabras
distintas.
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La segunda parte del ejemplo anterior es interesante en el sentido de que no
deseamos formar variaciones sino ordenamientos en el cual permitimos que
los elementos se repitan. Volveremos a esta situación más adelante.

Ejemplo 78. ¿Cuál es el número de formas diferentes de colocar 7 libros en
una estanteŕıa de modo que tres libros determinados estén siempre separados
entre śı?

Solución.- Sea

A =

{

Las colocaciones diferentes de 7 libros, de modo que tres
libros determinados estén siempre separados entre śı

}

Por ejemplo si los libros son a, b, c, d, e, f, g y los libros que deben esta sepa-
rados entres śı son a, b, c, algunas de las posibles formas de ordenarlos son:

acdefgb, cdebgaf.

Por ejemplo a b f g e d c y e f c b d a no son admisibles pues los tres libros no
pueden esta juntos entres śı.
Ataquemos el problema pensando en

Ac =

{

Las formas de colocar 7 libros distintos, de modo que tres
libros determinados estén juntos de a dos o de a tres

}

Calcular el número de elementos de Ac es más fácil que calcular el número
de elementos de A además como U = A ∪ Ac es el conjunto de todas las
formas de ordenar los siete libros en la estanteŕıa, es decir

|U | = |A ∪ Ac| = 7!.

Ahora calculemos el cardinal de Ac:
Calcularemos el número de formas de ordenar los libros estando dos juntos:
Primero elegimos a los que vamos a considerar juntos hay 3 formas

{a, b}, {a, c}, {b, c}.
Ahora las formas de ordenar los siete libros estando los dos juntos 6!. No
necesitamos considerar otro caso pues acá se incluyen cuando los tres libros
estén juntos.
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Por ejemplo si elegimos a, b para estar juntos, hemos contado c d a b e g f, f g c b a e d.

Aśı tenemos que

|Ac| = 3 × 6! × 2

El último 2 es debido a que si elegimos, como en el ejemplo a, b consideramos
a los arreglos c d a b e g f, c d b a e g f diferentes.

Por lo tanto tenemos que:

|A| = |A ∪ Ac| − |Ac| = 7! − (3 × 6! × 2) = 5040 − 2160 = 720

5.6. Variaciones con repetición.

Hasta ahora hemos considerado permutaciones de elementos en los cuales
no se permiten repeticiones. Supongamos ahora que queremos formar orde-
namientos de tamaño 3 con 3 elementos, de manera lineal y además per-
mitimos que estos se puedan repetir, por ejemplo: Si A = {a, b, c} podemos
formar, por ejemplo:

a a c, b a b, b a c, a b a, b a c, b c a, c b a, b b c, ...

Podemos separar esta tarea en tres etapas:

Etapa 1: Elegir el primer elemento, hay tres opciones.

Etapa 2: Elegir el segundo elemento, hay tres opciones.

Etapa 3: Elegir el tercer elemento, hay tres opciones.

Aśı por la regla del producto tenemos 3 · 3 · 3 = 27 posibles formas de hacer
esta tarea.

En general si tenemos n objetos diferentes el número de variaciones con
repetición de tamaño k de elementos elegidos de un conjunto de tamaño n
es:

PRk
n = nk

5.7. Permutaciones Circulares

Dados n elementos diferentes supongamos que queremos ordenarlos de man-
era circular, sin importar las posibles rotaciones. ¿De cuantas formas distintas
es posible hacer esto?
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Supongamos por ejemplo que los elementos que queremos ordenar son

a, b, c, d, e

entonces un posible ordenamiento es:

a

b

cd

e

como no importan las posibles rotaciones, entonces las siguientes son iguales:

e

a

bc

d

d

e

ab

c

a

b

cd

e

c

d

ea

b

b

c

de

a

a cada uno de estos le podemos asociar una permutación, a la primera a b c d e
a la segunda e a b c d, por lo tanto si las rotaciones son irrelevantes entonces
tenemos que si el número de permutaciones circulares de

{a, b, c, d, e}
es PC5 entonces tenemos

PC5 =
P5

5
= 4!

En general el número de Permutaciones Circulares de n elementos distintos
es

PCn = (n − 1)!

Observación 14. Notemos que si dejamos fijo a un elementos en al per-
mutación circular, por ejemplo a entonces

a
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para formar la permutación circular , basta ordenar los elementos restantes:

a

e b

cd

lo cual se puede hacer de 4! formas ó en general PC5 = 4!.

Ejercicios

1. De cuantas maneras pueden sentarse 4 peruanos, 5 argentinos y 5 bo-
livianos al rededor de una mesa circular śı:

a) No hay restricciones.

b) Los de la misma nacionalidad están juntos.

2. Un grupo de 5 profesores y de 5 estudiantes van a sentarse de manera
que aparezcan alternados. Calcular el número de formas en que esto
puede hacerse śı:

a) Se sientan en fila.

b) Se sientan alrededor de una mesa redonda.

5.8. Particiones

Dados n elementos, supongamos que son de k tipos distintos, es decir hay n1

elementos idénticos del tipo 1, n2 del tipo 2,..., nk del tipo k. Vamos a calcular
el número de ordenamientos que se pueden realizar con estos elementos.
Supongamos por un momento que todos lo elementos son diferentes, entonces
hay

Pn

formas de ordenarlos, los n1 elementos del tipo 1 son idénticos, entonces por
cada uno de los n1! ordenamientos hay un ordenamiento de los n elementos
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luego hay
Pn

n1!

ordenamientos, en donde hay n1 idénticos. El número de ordenamientos de
n elementos de los cuales hay n1 del tipo 1,..., nk del tipo k es:

P n1,n2,...,nk

n =
n!

n1! n2! · · · nk!
(5.1)

es claro que n = n1 + n2 + · · · + nk.

Ejemplo 79. Calcular el número de palabras que se puede formar con to-
das las letras de la palabra CHASQUIPAMPA Solución.- Algunas de las pal-
abras que queremos formar son, por ejemplo, ACSQAUPIPHMA, ACIUP-
PHMASQA. Notemos que tenemos a disposición 12 elementos de los cuales
hay :

1. Una C ó una del tipo C.

2. Una H ó una del tipo H.

3. Tres A’s ó tres del tipo A.

4. Una S ó una del tipo S.

5. Una Q ó una del tipo Q.

6. Una U ó una del tipo U.

7. Una I ó una del tipo I.

8. Dos P’s ó dos del tipo P.

9. Una M ó una del tipo M.

luego hay

P 1,1,3,1,1,1,1,2,1
12 =

12!

1! 1! 3! 1! 1! 1! 1! 2! 1!

Ejemplo 80. Calcula el número de señales se puede realizar con tres ban-
deras azules, tres blancas y dos rojas, para las siguientes condiciones:

1. Izando todas las banderas en un mástil.
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2. Izando tres banderas en un mástil.

Solución.- Designaremos las banderas con las iniciales A, B, R, azules, blan-
cas y rojas.

1. Hay 8 banderas luego:

P 3,3,2
8 =

8!

3! 3! 2!

2. Para poder izar tres banderas, estas pueden ser las tres iguales a A hay
1 forma ó las tres iguales a B, no pueden ser todas iguales a R. Dos
de un solo color y la otra diferente, entonces hay

6 · P 2,1
3

Si las tres son diferentes hay 3! formas. Por lo tanto hay

2 + 6 · P 2,1
3 + 3!

5.9. Combinaciones

Consideremos ahora el siguiente problema dado un conjunto A = {a, b, c, d, e}
de cinco elementos queremos determinar el número de subconjuntos de tres
elementos que podemos formar con los elementos de A.

Para esto recordemos que {a, b, d} = {a, a, d, b} no nos interesa el orden de
los elementos y por supuesto los elementos no se pueden repetir. Algunos de
los elementos en los cuales estamos interesados son:

{a, b, c}, {b, c, d}, {e, d, a}, ...
Acá el problema radica en que ahora no nos interesa el orden entonces, em-
pezar eligiendo el primer elemento no parece tener mucho futuro. Sin em-
bargo observemos que:

{a, b, c}, {a, c, b}, {b, c, a}, {b, a, c}, {c, a, b}, {c, b, a}
Son todos iguales y que por lo tanto los ordenamientos

abc, acb, bac, bca, cab, cba ↔ {a, b, c}
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representan el mismo conjunto. Es decir como V5,3 es el número de variaciones
de tamaño tres y cada tres elementos determinan 3! permutaciones tenemos
que

V5,3

3!
= 10

Es el número de subconjuntos de tres elementos que podemos a partir de un
conjunto de cinco elementos. En efecto esos son

{a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, e}, {a, c, d}, {a, c, e},
{a, d, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b, d, e}, {c, d, e}.

Ahora estudiemos el caso general, para esto empecemos con:

Definición 36. Una combinación de elementos de un conjunto A es una
colección de elementos distintos sin un orden determinado (un subconjunto).

Ejemplo 81. Si A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} una combinación de elementos de A es
{3, 4, 1, 2}.

Definición 37. Dado un conjunto de n elementos, el número de combina-
ciones de k elementos que se pueden formar lo denotamos con

Cn
k

Teorema 38. Dado un conjunto de n elementos el número de combinaciones
de tamaño k que se pueden formar es:

Cn
k =

n!

k!(n − k)!

Ejemplo 82. Una organización estudiantil tiene que elegir un comité de 4
representantes. Hay 7 candidatos. ¿Cuántas elecciones distintas se pueden
hacer?

Solución.- Notemos que para la elección de los representantes no se tiene
preferencia en el orden de la selección y por supuesto no existe la repetición
el las posibles elecciones, aśı la respuesta es:

C7
4 =

7!

4!(7 − 4)!
= 35
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Ejemplo 83. Al ordenar la comida del d́ıa, un cliente puede elegir entre
tres entradas y dos de seis verduras disponibles. ¿Cuántas comidas diferentes
puede elegir si:

1. Debe seleccionar dos verduras diferentes?.

2. Se le permite tener dos porciones de la misma verdura?.

Solución.- Por supuesto no nos interesa el orden en el que se haga la elección
de los alimentos, entonces tenemos que:

1.

C3
1 · C6

2 =
3!

2!1!

6!

4!2!
= 45.

Puede elegir 45 comidas distintas si selecciona dos verduras diferentes

2.
C3

1 · (C6
2 + 6) = C3

1 · 21 = 63

Para elegir la verdura puede hacerlo de dos formas distintas ( C6
2 )

ó iguales (de 6 formas).

Ejemplo 84. Hallar el número de triángulos que pueden formarse uniendo
tres puntos no alineados de un poĺıgono regular de 15 lados.

Solución.- Como cada tres puntos no colineales forman un triángulo y no
interesa el orden en el que se elijan los vértices, basta calcular la cantidad de
formas de elegir tres esquinas del poĺıgono:

C15
3 =

15!

3!12!
= 455

Ejemplo 85. Hay tres tipos de medallas 5 de oro, 4 de plata, y 6 de bronce.
¿De cuántas maneras pueden ser distribuidas entre 15 personas, si a cada
una le corresponde una y sólo una de las medallas?

Solución.- Vamos a proceder de la siguiente manera: La TAREA es repartir
15 medallas a 15 personas. Vamos considerar algunas sub tareas:

Tarea 1 : Repartir las 5 medallas de oro.

Tarea 2 : Repartir las 4 medallas de plata.
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Tarea 3 : Repartir las 6 medallas de bronce.

Estas tareas son independientes entre śı. Luego
La Tarea 1 se puede realizar de C15

5 formas diferentes. Es decir elegimos a 5
de las 15 personas para darles las medallas de oro.
La Tarea 2 se puede realizar de C10

4 formas diferentes. Ya no contamos a las
personas de seleccionadas en la Tarea 1.
La Tarea 3 se puede realizar de C6

6 formas diferentes. Aśı, por la regla de la
suma la Tarea se puede realizar de

C15
5 + C10

4 + C6
6 .

Ejemplo 86. Una baraja completa consta de 52 cartas (13 números: A, 2, 3, ..., 10, J, Q, K
y 4 palos: ♣,♠,♦,♥). Una mano de póker consta de cinco cartas por ejem-
plo: {A♣, 3♦, 5♥, 5♦, K♠}.

1. ¿Cuantas manos posibles de póker hay?

2. ¿Cuantas manos de póker hay que no contengan dos cartas del mismo
número?.

3. ¿Cuantas manos de póker hay en las que aparezcan por lo menos dos
cartas del mismo número?.

4. ¿Cuantas manos de póker hay que tengan exactamente un par (que
tenga solamente dos del mismo número?.

Solución.-

1. Solo tenemos que elegir cinco de las 52 posibles cartas, las cartas no se
pueden repetir y por supuesto no nos interesa el orden en el cual son
seleccionadas, luego:

C52
5 =

52!

5! (52 − 5)!

2. Primero elijamos los posibles números distintos, esto lo podemos hac-
er de C135 formas diferentes, por ejemplo una de estas formas es
{2, 4, Q, 6, J}. Ahora elijamos los posibles palos de estos número, es-
to pueden elegirse de 4 × 4 × 4 × 4 × 4 = 45, formas, es decir hemos
formado {2♣, 4♦, Q♦, 6♠, J♣}. Por lo tanto hay

45 C52
5
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3. Notemos que una mano póker puede tener

por lo menos dos cartas del mismo número ó no tener dos cartas del
mismo número

es decir si queremos calcular

x = η{las manos de poker que por lo menos tengan dos cartas del mismo número}
entonces C52

5 = x + 45 C52
5 luego x = C52

5 − 45 C52
5 .

5.10. Combinaciones con Repetición

Consideremos la ecuación x+ y + z +w = 6, nos interesan soluciones enteras
no negativas. Por ejemplo (1, 1, 3, 1) es solución de esta ecuación pues :

1 + 1 + 3 + 1 = 6

por supuesto existen muchas soluciones. Usemos la siguiente notación:
Para la solución 1 + 1 + 3 + 1 = 6 escribimos

∗ | ∗ | ∗ ∗ ∗ | ∗
Para las soluciones (2, 0, 1, 3), (3, 0, 0, 3), (0, 0, 6, 0) escribimos

∗ ∗ | | ∗ | ∗ ∗ 1 ∗ ∗ ∗ | | | ∗ ∗ ∗ | | ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ |
es decir para determinar una solución (x, y, z, w) de la ecuación x+y+z+w =
6, usamos 4 − 1 separadores | y 6 śımbolos de ∗ idénticos. por ejemplo

∗ | ∗ ∗ | ∗ ∗ ∗ |
representa la solución (1, 2, 3, 0) ó 1 + 2 + 3 + 0 =. Aśı hay tantas soluciones
como formas de seleccionar en cuales de los 6+(4−1) lugares en donde poner
los |, es decir

C
6+(4−1)
4−1

ó de manera equivalente seleccionar lo lugares en donde poner los ∗ hay

C
6+(4−1)
6 = C

6+(4−1)
4−1

Otra forma de interpretar este problema es: El número de formas que se
pueden distribuir 6 elementos ∗ iguales en cuatro cajas (los espacios que
definen los separadores) es decir
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* * *
* * *

x y z w

aśı la solución 1 + 1 + 3 + 1 = 6 se puede interpretar como:

x y z w

* * * *
* *

Esta forma de seleccionar n elementos iguales ordenados de k (las cajas)
formas se denomina Combinación con Repetición y es claros que:

CRk
n = Ck−1

n+(k−1)

Ejemplo 87. De cuántas maneras puede distribuir un profesor 15 pasteles
de chocolate entre 4 de sus alumnos, de modo que:

1. Sin restricciones.

2. Si además el profesor tiene 6 pasteles de canela. Como puede repartirlos
todos.

3. Cada uno recibe como mı́nimo un pastel de cada tipo.

Solución.- Supongamos que x, y, z, w son los estudiantes. Entonces

1. Basta considerar a ∗ como un pastel de chocolate:
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* * * * *
* * * * *
* * * * *

x y z w

Aśı tenemos CR1
45

2. Hacemos lo mismo primero con los de chocolate CR1
45 y luego con los

de canela CR6
4, luego

CR15
4 × CR6

4

3. Para que cada alumno reciba por lo menos un pastel de chocolate primero
repartimos a un pastel de chocolate y repartimos como antes los restantes
11.

* * *
* * * *
* * * *

x y z w

* * * *

aśı tenemos que hay CR11
4 . Hacemos lo mismo con los pasteles de canela

CR2
4 por lo tanto hay

CR11
4 × CR2

4

5.11. Ejemplos

Ejemplo 88. En una urna se tienen 4 bolas blancas, 5 negras y 3 rojas
idénticas. Se extraen, sin reposición, cinco de ellas. De cuantas maneras se
puede hacer esto śı:
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1. Dos blancas, una negra y dos rojas.

2. Tres deben ser blancas.

3. Hay por lo menos una de cada color.

Solución.- Analicemos el problema: Nos interesa hacer selecciones del tipo:

BBRRBN, BRRBBN, BNNBBB.

es decir nos interesa el orden y se pueden repetir, las blancas hasta cuatro
veces, las negras hasta 5 y las rojas hasta 3, pues las extracciones son sin
reposición.

1. Nos interesan extracciones del tipo; BBNRR, RBNBBR es decir deben
haber

5!

2! 1! 2!

2. Si tres deben ser blancas puede ocurrir por ejemplo:

BBBRR, BBBNR, BBBBR

no puede haber cinco blancas, por lo tanto tenemos los siguientes casos
Si hay solo tres blancas:

2
5!

3!2!
+

5!

3!1!1!

Si hay solo cuatro blancas: 2 5!
4!1!

.

Por lo tanto hay

2
5!

3!2!
+

5!

3!1!1!
+ 2

5!

4!1!

formas de hacer la extracción en donde tres deben ser blancas.

3. Si debe haber una blanca, una roja y una negra las otras dos deben ser:
diferentes ó iguales, entonces debe haber:

6!
5!

1!2!2!
+ 3

5!

1!1!3!
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Ejemplo 89. Un club de 20 miembros, 15 varones y 5 mujeres, desea elegir
un comité de diversiones de 5 personas de las cuales una debe ser jefe del
comité y otra ocupar el cargo de tesorero.

1. ¿De cuántas maneras puede elegirse éste comité?.
Solución.- Separemos la tarea de formar el comité en:

Etapa 1: Elegimos el comité, esto se puede hacer de C20
5 formas.

Etapa 2: Elegimos al jefe del comité, esto se puede hacer de 5 formas.

Etapa 3: Elegimos al tesorero, esto se puede hacer de 4 formas.

Luego por la regla del producto la tarea se puede hacer de: C20
5 · 5 · 4.

2. Si el jefe de comité debe ser varón y el cargo de tesorero debe ser ocu-
pado por una mujer. ¿De cuántas maneras puede formarse el comité?

Solución.- Separemos la tarea en:

Etapa 1: Elegimos al jefe del comité, como debe ser varón esto se
puede hacer de 15 formas.

Etapa 2: Elegimos al tesorero del comité, como debe ser mujer, esto
se puede hacer de 5 formas.

Etapa 3: Elegimos el resto del comité con las 18 personas restantes,
esto se puede hacer de C18

3 formas.

Luego por la regla del producto la tarea se puede hacer de:

15 · 5 · C18
3

Ejemplo 90. De cuantas maneras pueden sentarse 3 peruanos, 4 argentinos,
4 chilenos y 6 bolivianos al rededor de una mesa circular śı: Los de la misma
nacionalidad están juntos.
Solución.- Separemos la tarea en:

Etapa 1: Elegimos como sentar a las delegaciones por nacionalidades, esto
se puede hacer de PC4 = 3! formas.

Etapa 2: Ordenamos a los 3 peruanos, esto se puede hacer de 3!. formas.
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Etapa 3: Ordenamos a los 4 argentinos, esto se puede hacer de 4!.

Etapa 4: Ordenamos a los 4 chilenos, esto se puede hacer de 4!.

Etapa 5: Ordenamos a los 6 bolivianos, esto se puede hacer de 6!.

Entonces por la regla del producto, la tarea se puede realizar de:

3! · 3! · 4! · 4! · 6!

Ejemplo 91. De cuantas formas se pueden pintar diez bolas de golf idénti-
cas si se tiene a disposición cuatro colores: Rojo, negro, azul, verde. Si debe
haber por lo menos una de cada color y no más de dos de color verde?

Solución.- Como no nos interesa el orden en que pintemos las pelotas de golf
y admitimos pintar varias idénticas (repetición) usaremos combinaciones con
repetición. Es decir consideremos dos casos:

* *
* * * *

R N A

* * *

V

*

*
* * * *

R N A

* * *

V

* *

aśı es claro que hay :

CR6
3 + CR5

3 = C8
6 + C7

5 = 49
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Ejercicios

1. De cuántas maneras se pueden colocar 5 cuadros diferentes en una fila
sabiendo que:

a) Uno de ellos debe estar en el centro.

b) Uno de ellos debe estar en alguno de los extremos.

2. De cuántas maneras se pueden colocar 5 cuadros diferentes en una fila
sabiendo que:

a) Uno de ellos debe estar en el centro.

b) Uno de ellos debe estar en alguno de los extremos.

3. Hay tres tipos de medallas: 4 de oro, 5 de plata y 7 de bronce. ¿De
cuántas maneras pueden ser distribuidas entre 16 personas, si a cada
una le corresponde una y solo una de las medallas?

4. En una urna se tienen 5 bolas blancas, 3 negras y 3 rojas. Se extraen,
sin reposición, cinco de ellas. De cuantas maneras se puede hacer esto
śı:

a) Son dos blancas, una negra y dos rojas.

b) Son tres blancas.

c) Son por lo menos tres blancas.

d) Son a lo mucho dos rojas.

5. Un club de 20 miembros desea elegir un comité de diversiones de 5
personas.

a) ¿De cuántas maneras puede elegirse éste comité?

b) Suponiendo que dos personas del club no se entienden, entonces
juntos no pueden formar parte del comité. ¿De cuántas maneras
puede formarse el comité?

6. Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 negras. Halla el número de formas
posibles de seleccionar cuatro bolas de la urna śı:

a) Son de cualquier color.
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b) Son dos blancas y dos negras.

c) Todas son del mismo color.

7. Para formar un compuesto se dispone de: 4 sustancias del tipo A y de
6 del tipo B. El compuesto requiere tres del primer tipo y cuatro del
segundo. ¿De cuántas maneras puede realizarse la experiencia en los
siguientes casos?

a) Sin restricciones.

b) Una sustancia determinada del tipo A debe ser incluida.

c) Dos sustancias determinadas del tipo B no puede incluirse.

8. Una pasteleŕıa ofrece 4 tipos de pasteles. Si se supone que hay al menos
una docena de cada tipo al entrar en la pasteleŕıa, ¿de cuántas formas
se podrá seleccionar una docena de pasteles?

9. De cuántas maneras puede distribuir un profesor 10 pasteles de choco-
late y 5 de canela entre 12 de sus alumnos, de modo que:

a) Cada uno recibe al menos un pastel de chocolate.

b) Cada uno recibe como mı́nimo un pastel de cada tipo.

10. ¿Cuántos números de cuatro d́ıgitos diferentes se puede formar con los
números: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7?, ¿Cuántos de estos números son impares? .
¿Cuántos están comprendidos entre 2000 y 7000?

11. Con los números: 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se desea formar números de tres d́ıgitos.

a) ¿Cuántos tienen todos los d́ıgitos distintos?

b) ¿Cuántos tienen por lo menos dos d́ıgitos idénticos?

12. Considere los números: 2, 3, 5, 6, 7 y 9.

a) ¿Cuántos números de 4 d́ıgitos distintos se puede formar con los
números dados?

b) ¿Cuántos de éstos son impares?

c) ¿Cuántos son múltiplos de cinco?
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13. De las 27 letras de nuestro alfabeto se seleccionaron tres vocales, in-
cluyendo a la a y 4 consonantes, incluyendo a la b. Con estas letras
se desea formar palabras de cinco letras (con dos vocales y tres conso-
nantes distintas) para los siguientes casos:

a) No hay restricciones.

b) Las palabras contienen a la letra b.

c) Las palabras empiezan con la letra b.

d) Las palabras empiezan con a y contienen a la letra b.

14. Considere los números: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. Se desea formar números
de d́ıgitos distintos bajo las siguientes condiciones:

a) Contienen al d́ıgito cinco.

b) Resultan múltiplos de cinco.

c) Son múltiplos de cinco y contienen al d́ıgito dos.

15. Calcula el número de señales se puede realizar con tres banderas azules,
tres blancas y dos rojas, para las siguientes condiciones:

a) Izando todas las banderas en un mástil.

b) Izando tres banderas en un mástil.

c) Izando cinco banderas en un mástil.



134 CAPÍTULO 5. COMBINATORIA



Caṕıtulo 6

Números Complejos

6.1. Introducción

Vamos a estudiar al conjunto R2 en el cual vamos a definir dos operaciones,
suma y producto, con las cuales este se denomina el conjunto de los Números
Complejos, el cual tiene una estructura algebraicamente similar a la de R,
respecto de estas operaciones.

6.2. Los número Complejos

Vamos a definir dos operaciones

+ : R2 × R2 → R2, · : R2 × R2 → R2

del siguiente modo: Si (a, b), (c, d) ∈ R2 entonces

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)

(a, b) · (c, d) = (ac − bd, ad + bc)

La terna (R2, +, ·) se denomina el conjunto de los números Complejos y se
lo denota con C. Aśı por ejemplo Si (a, b) ∈ C se lo puede representar de la
siguiente forma

135
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a

b (a,b)

C

el plano cartesiano se denomina también plano complejo. El eje de las abscisas
se denomina también el eje Real y el de las ordenadas el eje Imaginario.
La primera operación se denomina suma de números complejos y coincide con
la suma de vectores, la segunda se denomina producto de números complejos.

Observación 15. Es claro que (a, b) = (a′, b′) si y solo si a = a′ y b = b′.

Ejemplo 92. Para ilustrar las operaciones anteriores veamos que si: z =
(1,−1), w = (2, 3) entonces

z + w = (1,−1) + (2, 3) = (1 + 2,−1 + 3) = (3, 2)

z · w = (1,−1) · (2, 3) = (1 · 2 − (−1) · 3, 1 · 3 + (−1) · 2) = (5, 1)

Los siguientes ejemplos son útiles para el cálculo del producto de números
complejos:

Observación 16. Si (c, 0), (d, 0) ∈ C entonces

(c, 0) · (d, 0) = (c d, 0)
(c, 0) · (c−1, 0) = (1, 0)

es decir el conjunto {(x, 0) ∈ C : x ∈ R} tiene las mismas operaciones que
R, de manera informal, podemos pensar que R = {(x, 0) ∈ C : x ∈ R}.
Entonces si x ∈ R podemos escribir

x = (x, 0)

Además notemos que
(b, 0) · (0, 1) = (0, b)

luego podemos escribir
b · (0, 1) = (0, b)
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Aśı por ejemplo si (a, b) ∈ C entonces podemos escribir

(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1)

además notemos que
(0, 1) · (0, 1) = (−1, 0)

de este modo si denotamos a (0, 1) = i con las operaciones usuales de los
números reales, vistos en C, con la consideración i2 = −1 tenemos que:
(a, b) = a + bi luego

(a, b) · (c, d) = (a + ib) · (c + id)

= ac + iad + ibc + i2bd

= (ac − bd) + i(ad + bc)

= (ac − bd, ad + bc)

lo cual ofrece una forma sencilla de calcular el producto de números comple-
jos.

Dado z ∈ C la forma z = (a, b) se denomina forma cartesiana y la forma
z = a + ib se denomina binómica.

Ejemplo 93. Dado z = (1, 2) su forma binómica es z = 1 + i2

Definición 39. El número complejo (0, 1) = i se denomina unidad imagi-
naria.
Dado z = (a, b) ∈ C la primera coordenada se denomina parte real de z y se
denota con Re(z) = a, la segunda se denomina parte imaginaria y se denota
con Im(z) = b.

Ejemplo 94. Dado z = 2 − i3 entonces Re(z) = 2 y Im(z) = −3.

Ejercicios

1. Dados los números complejos

z = (1,−1), w = (2, 0), u = (−2, 1), v = (0,−2)

escribirlos en su forma binómica e identificar sus partes reales e imagi-
narias.
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2. Dados z = (1,−2), w = (3,−1) determinar:

Re(z), Im(z), Re(w), Im(w), Re(2z − w), Im(1 − iz),

3. Dados z = (1,−2), w = (−3, 2) usando la definición calcular

a) z + w, z · w.

b) 2z − 3(w + (2,−3)), [z + (2, 2)] · w.

4. Ilustrar geométricamente las siguientes operaciones:

a) (1, 2) + (2,−2).

b) (2,−3) + (1,−2).

c) (1, 3) + (2, 4).

5. Dados z = 1 + i, w = 2 + i5 calcular:

a) (z + w)z − 2i.

b) iz + i3(w + 2i).

c) (z + 2w)i + w i6

6.3. Conjugado de un Número Complejo

Definición 40. Dado z = (a, b) ∈ C el conjugado de z es

z = (a, b) = (a,−b)

z=(a,b)
b

a

-b
z=(a,-b)
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Por ejemplo

1. (2,−1) = (2, 1)

2. 1 + 3i = 1 − 3i

3. 2 − i = 2 + i

Teorema 41. Sean z, w ∈ C entonces

1. z = z

2. z + w = z + w

3. z · w = z · w

4. Si z = a + ib entonces z · z = a2 + b2

Demostración. Supongamos que z = a + ib, w = c + id, entonces

1. z = a + ib = a − ib = a + ib = z

2. Como z + w = (a + c) + i(b + d) entonces

z + w = (a + c) + i(b + d) = (a + c) − i(b + d)

= (a − ib) + (c − id) = z + w

Proposición 42. Sea z = a + ib ∈ C entonces

Re(z) =
z + z

2
, Im(z) =

z − z

2i

Ejercicios

1. Calcular el conjugado de:

a) 2

b) i

c) −i
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d) −4

e) 2 − 3i

f ) 4 + 2i

g) z − z + 2i + 2z(2 − i)

2. Si z = x + iy. Sea w = x − y + 2x2 escribir w en términos de z.

3. Si z = x + iy. Sea w = 2xy − 3y − x escribir w en términos de z.

4. Sea

w =
−1

2
+

i
√

3

2

a) Muestre que w3 − 1 = 0.

b) Deduzca que w2 + w + 1 = 0.

c) Pruebe que w2 = w.

6.4. Inversa de un Número Complejo

Dado z = a + ib diferente de (0, 0) vamos a determinar si existe w = x + iy
tal que z · w = 1. Veamos que w existe si y solo si

(a, b) · (x, y) = (ax − by, ay + bx) = 1 = (1, 0)

es decir si y solo si el sistema tiene solución:

{
ax − by = 1
bx + ay = 0

este sistema tiene solución si y solo si a2 + b2 6= 0 es decir si y solo si z ·z 6= 0.
resolviendo el sistema se tiene que

x =
a

a2 + b2
, y = − b

a2 + b2

es decir z = a + ib tiene inverso aditivo si y solo si a2 + b2 6= 0 en tal caso el
inverso es

z−1 =
a

a2 + b2
− ib

a2 + b2
(6.1)
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Ejemplo 95. Sea z = 1 − i entonces

z−1 =
1

12 + (−1)2
− i(−1)

12 + (−1)2
=

1

2
+

i

2

notemos que

z · z−1 = (1 − i) ·
(1

2
+

i

2

)

= 1

6.5. El campo de los Números Complejos

Las principales propiedades de los números complejos las podemos resumir
en el siguiente teorema

Teorema 43. Dados z, w, u ∈ C entonces

A1) z + w ∈ C P1) z · w ∈ C
A2) z + w = w + z P2) z · w = w · z
A3) (z + w) + u = z + (w + u) P3) (z · w) · u = z · (w · u)
A4) ∃!0 ∈ C : z + 0 = z P4) ∃! 1 ∈ C : z · 1 = z
A5) ∃! − z ∈ C : z + (−z) = 0 P5) Si z 6= 0, ∃!z−1 ∈ C : z · z−1 = 1
D) z · (u + w) = z · u + z · w

Las propiedades del teorema se pueden demostrar de forma directa, el 0 ∈ C
es por supuesto (0, 0) este se denomina el neutro aditivo, el 1 = (1, 0) se
denomina neutro multiplicativo . Si z = (a, b) entonces el número −z =
(−a,−b) se denomina inverso aditivo y z−1 que esta definido como por la
ecuación (6.1) se denomina inverso multiplicativo.
Cualquier conjunto en el cual se definen dos operaciones que verifiquen las
propiedades del teorema anterior se denomina Campo ó Cuerpo, luego (C, +, ·)
con estas operaciones se denomina campo, es fácil ver que los conjuntos
(R, +, ·) y (Q, +, ·) también verifican las propiedades luego son campos. Por
esta razón las principales propiedades de los número reales se verifican en los
números complejos, por ejemplo:

Proposición 44. 1. z · 0 = 0.

2. Si z 6= 0 entonces
(

z−1
)−1

= z.
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Demostración. 1. Si z ∈ C entonces

z · 0 = z · (0 + 0) = z · 0 + z · 0

luego como z ·0+0 = z ·0+z ·0 sumando −(z ·0) tenemos que z ·0 = 0.

6.5.1. Potencias de la unidad imaginaria i

El número complejo i = (0, 1) se denomina la Unidad Imaginaria. Notemos
que:

i0 = 1, i4 = i2 · i2 = (−1) · (−1) = 1
i1 = i, i5 = i4 · i = 1 · i = i
i2 = −1, i6 = i4 · i2 = 1 · (−1) = −1
i3 = i2 · i = (−1) · i = −i, i7 = i4 · i3 = 1 · (−i) = −i

Las potencias de la unidad imaginaria se repiten periódicamente, el periodo
es cuatro. Notemos que si n ∈ N po el Teorema del resto de la aritmética,
podemos encontrar m, r ∈ Z tales que:

n = 4 · m + r, 0 ≤ r < 4

entonces por propiedades de potencia se tiene que:

in = i4·m+r = i4·m · ir
= (i4)m · ir = 1m · ir

in = ir

recordemos que el resto de la división de n entre 4, es decir r puede tomar
los valores de 0, 1, 2, 3.

Ejemplo 96. Vamos a calcular i1977, para esto dividimos 1977 entre cuatro
y obtenemos:

1977 = 4 · 494 + 1

entonces i1977 = i1 = 1 entonces

i1977 = i
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Del mismo modo podemos ver que:

i0 = 1

i−1 =
1

i
· −i

−i
= −i

i−2 = i−1 · i−1 = (−i) · (−i) = −1

i−3 = i−2 · i−1 = (−1) · (−i) = i

i−4 = i−2 · i−2 = (−1) · (−1) = 1

entonces dado n ∈ N si

n = 4 · m + r, 0 ≤ r < 4

tenemos que −n = (−4) · m + (−r), −4 < −r ≤ 0 de donde

i−n = i−r

Ejemplo 97. Vamos a calcular i−50, para esto dividimos 50 entre cuatro y
obtenemos:

50 = 4 · 12 + 2

entonces i−50 = i−2 = −1 entonces

i−50 = −1

Ejercicios

1. Calcular

a) 3+4i
2−i

b)
i11 + 2 · i13
i18 − i37

c) 1
1−7i

2. Hallar z ∈ C tal que z = −2iz

3. Si x2 + y2 = 1, x, y ∈ R demostrar que

1 + x + iy

1 + x − iy
= x + iy
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4. Determine las condiciones sobre a, b, c, d ∈ R tales que la expresión

a + bi

c + di

a) Sea un número real.

b) Sea un imaginario puro, es decir su parte real es cero.

5. Demuestre que si z, w ∈ C entonces z · w = z · w.

6. Determinar los z ∈ C tales que z2 = i.

7. Calcular:

a) i458.

b) i−325.

c) i−152.

d)
i−8 + i−45 + 1

i−46 − 2i−67 + 2

8. Simplificar y escribir las siguientes expresiones en su forma binómica.

a)
2010∑

k=0

ik

b)
2010∑

k=0

(−i)k

c) i · i2 · i3 · · · i2004

d)

i − 1 + i

1 − 1+i
1−i

e) Hallar z ∈ C tal que

1

z − 2i
+

2 + i

1 + i
= 2



6.6. MÓDULO DE UN NÚMERO COMPLEJO 145

f ) Hallar z ∈ C tal que

1 − zi

z − 2i
+

2 + i

1 + i
= 2

g) Determinar r ∈ R tal que

(
2 + ri

3 − 2i

)2

∈ R

6.6. Módulo de un Número Complejo

Definición 45. El módulo ó norma de un número complejo z = a + ib ∈ C
se define como

|z| =
√

a2 + b2

a

b

a 
+b2

2

Es evidente que z · z = |z|2 luego si z 6= 0 entonces

z−1 =
z

z · z
en general escribiremos que

z−1 =
1

z
, entonces z−1 =

1

z
· z

z

Además es claro que |z| = 0 si y solo si z = 0.

Ejemplo 98. Dado z = 1 − i tenemos que:

1. |z| = |1 − i| =
√

12 + (−1)2 =
√

2
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2. Vamos a calcular (1 − i)−1

(1 − i)−1 =
1

1 − i
· 1 + i

1 + i
=

1

2
+

i

2

entonces notemos que

∣
∣(1 − i)−1

∣
∣ =

√

1

22
+

1

22
=

1√
2

= |z|−1

Proposición 46. Si z, w ∈ C entonces

1. z · z = |z|2

2. |z w| = |z| |w|.

3.
∣
∣
∣
z

w

∣
∣
∣ =

|z|
|w|

4. |z + w| ≤ |z| + |w|

Ejercicios

1. Calcular

a) |2 − i|.
b) |(1 − i)−1|.
c) |3 − 4i|.

2. Representar geométricamente los siguientes conjuntos:

a) A = {z ∈ C : |z| < 2}.
b) B = {z ∈ C : |z − i| < 1}.
c) B = {z ∈ C : |z + (2 − i)| < 3}.

3. Demostrar que si w, z ∈ C entonces |z · w| = |z| · |w|.

4. Demostrar que si w, z ∈ C entonces |z + w| ≤ |z| + |w|.
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6.7. Forma Polar

El número z = a + ib visto como par ordenado (a, b) puede representarse en
términos de sus coordenadas polares, es decir como

sen θ =
b

|z| , cos θ =
a

|z|
entonces podemos representar

z = a + ib = |z| cos θ + i|z| sen θ = |z|(cos θ + i sen θ)

El número |z| se denomina radio y se escribe r = |z| y el ángulo θ se denomina
argumento de z. Aśı la representación

z = r(cos θ + i sen θ) (6.2)

se denomina forma polar del número complejo z. Geométricamente tenemos:

r

r cos q

r sen q

q

Im

Re

Como

sen(θ + 2kπ) = sen θ, cos(θ + 2kπ) = cos θ, k ∈ Z

entonces el argumento de z no es único, luego podemos definir el argumento
principal Arg(z) como el argumento tal que −π ≤ Arg(z) < π y el conjunto

arg(z) = {Arg(z) + 2kπ : k ∈ Z}

es el conjunto de argumentos de z.

Ejemplo 99. Sean z = i, w = 1 + i entonces
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1. r = |z| =
√

12 = 1, además θ = π/2 ó 90◦ luego

i = 1 ·
[

cos
(π

2

)

+ i sen
(π

2

)]

como −π ≤ π/2 < π entonces Arg(z) = π/2 es el argumento principal
de z.

2. ρ = |w| =
√

12 + 12 =
√

2, además β = π/4 ó 45◦ luego

1 + i =
√

2 ·
[

cos
(π

4

)

+ i sen
(π

4

)]

como −π ≤ π/4 < π entonces Arg(w) = π/4 es el argumento principal
de w.

Ejemplo 100. Supongamos que z = r(cos θ + i sen θ) demostrar que

1. z/(z2 + r2) es un número real.

Sol.- Recordemos que r2 = z z entonces:

z

z2 + r2
=

z

z2 + z z
=

z

z(z + z)

=
1

z + z
=

1

2r cos θ
∈ R

2. (r − i z)/(r + i z) tiene parte real nula.

Sol.- Como r2 = z z podemos escribir:

r − i z

r + i z
=

r − i z

r + i z
· r − i z

r − i z

=
r2 − 2riz − z2

r2 + z2
=

z z − 2riz − z2

z z + z2

=
z − 2ri − z

z + z
= −2ri + 2ri sen θ

2r cos θ
r − i z

r + i z
= −i

(1 + sen θ

cos θ

)

es un número complejo cuya parte real es nula, aśı es imaginario puro.
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Definición 47. Definiremos

eiθ = cos θ + i sen θ

luego z = reiθ es la forma exponencial de z.

Notación.- Para simplificar utilizaremos las siguientes notaciones: Si z =
r(cos θ + i sen θ) entonces

z = rθ, z = r cis(θ)

El producto de números complejos tiene una interpretación geométrica muy
simple en términos de su representación en forma polar. Para ver esto recorde-
mos que

cos(θ) = cos(−θ), sen(−θ) = − sen(θ)

luego podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 48. Dados z = r(cos θ + i sen θ), w = ρ(cos β + i sen β) ∈ C no
nulos entonces

1. z = r [cos(−θ) + i sen(−θ)]

2. z · w = (r · ρ) [cos(θ + β) + i sen(θ + β)].

3.
1

z
=

1

r
(cos(−θ) + i sen(−θ))

4.
z

w
=

r

ρ
[cos(θ − β) + i sen(θ − β)]

Demostración. 1. Dado z = r(cos θ + i sen θ) entonces

z = r(cos θ + i sen θ) = r cos θ + i sen θ

= r · (cos θ − i sen θ)

= r [cos(−θ) + i sen(−θ)]

2. Vamos a calcular zw, por definición

z w = [r(cos θ + i sen θ)] · [ρ(cos β + i sen β)]

= r ρ
[
(cos θ cos β − sen θ sen β) + i(cos θ sen β + sen θ cos β)

]

= r ρ
[
cos(θ + β) + i sen(θ + β)

]
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3. Como z−1 = z/z z entonces como

z z = r2(cos 0 + i sen 0) = r2(1 + i 0) = r2

z−1 =
z

r2
=

r

r2

[

cos θ − i sen θ
]

=
1

r

[

cos θ − i sen θ
]

Corolario 49. Si z = r(cos θ + i sen θ) entonces

zn = rn
(
cos(nθ) + i sen(nθ)

)
(6.3)

Ejemplo 101. Sea z = 1 + i vamos a calcular z2010. Notemos que una
aplicación del teorema del binomio no es práctica. La forma polar de z es

z =
√

2[cos(π/4) + i sen(π/4)]

entonces

z2009 = 22010/2

[

cos

(
2010 π

4

)

+ i sen

(
2010 π

4

)]

como 2010 = 8 · 251 + 2 entonces

2010π

4
= 2 · 251π +

π

2

de donde

z2010 = 21005
[

cos
(π

2

)

+ i sin
(π

2

)]

= 21005i

Ejercicios

1. Determinar el módulo, argumento principal y forma polar de los sigu-
ientes números complejos:

a) 4.

b) 1 + i
√

3.
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c) −
√

2 + i
√

2.

d) −2i.

2. Escribir los números complejos del ejercicio anterior en su forma expo-
nencial y ubicarlos en el plano complejo.

3. Demostrar que

eiθ · eiβ = ei(θ+β), eiθ = e−iθ,
eiθ

eiβ
= ei(θ−β)

4. Calcular el módulo de los siguientes números complejos:

a) 3 − 4i

b) tan θ + i

c) cos θ + i sin θ

d) −5 − 7i

5. Escribir a los siguientes números complejos en su forma binómica:

a) 3(cos π + i sin π)

b) 2
(
cos π

2
+ i sin π

2

)

c) 4
(
cos 11π

6
+ i sin 11π

6

)

d) 5
(
cos 3π

2
+ i sin 3π

2

)

6. Determinar un número n ∈ N tal que (
√

3 + i)n sea un número real
positivo.

7. Usando inducción matemática demostrar que

(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ), ∀n ∈ N

8. Calcular:

a)
(√

3
2
− i

2

)100

b) (−1 + i)6

c) (
√

2 + i
√

2)8
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d)
(

1√
2
− i√

2

)7

−
(

− 1√
2

+ i√
2

)10

e) (1 + i
√

3)−5

f )
i

(

−1
2
− i

√
3

2

)6

6.8. Fórmula de Moivre

Sea z = rcis(θ) queremos determinar w = ρcis(α) ∈ C tal que z = wn para
n ∈ N entonces

r
[
cos(θ) + i sin(θ)

]
= ρn

[
cos(n α) + i sin(n α)

]

por lo tanto ρ = n
√

r además

n α = θ + 2mπ, m ∈ Z

luego

α =
θ + 2mπ

n
=

θ

n
+

2mπ

n

si m = k + k1n con 0 ≤ k < n entonces

2mπ

n
=

2kπ

n
+ 2k1π

por lo tanto

α =
θ + 2kπ

n
, k = 0, 1, 2, ..., n − 1

entonces hemos probado que

w = n
√

r
[

cos
(θ + 2kπ

n

)

+ i sin
(θ + 2kπ

n

)]

, k = 1, 2, ..., n − 1 (6.4)

es decir z tiene n ráıces complejas wk dadas por (6.4) para cada k = 0, 1, ..., n−
1. Notemos que el argumento de wk esta dado por

θk =
θ + 2kπ

n
=

θ

n
+

2kπ

n

a partir de w0 los demás son rotaciones de w0 de 2kπ/n.
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Ejemplo 102. Vamos a determinar 4
√

1 en C. Primero expresamos 1 =
1 (cos 0 + i sin 0) en su forma polar. Entonces

w0 =
[

cos
(0 + 2 · 0 · π

4

)

+ i sin
(0 + 2 · 0 · π

4

)]

= cis(0) = 1

w1 =
[

cos
(0 + 2 · 1 · π

4

)

+ i sin
(0 + 2 · 1 · π

4

)]

= cis(π/2) = i

w2 =
[

cos
(0 + 2 · 2 · π

4

)

+ i sin
(0 + 2 · 2 · π

4

)]

= cis(π) = −i

w3 =
[

cos
(0 + 2 · 3 · π

4

)

+ i sin
(0 + 2 · 3 · π

4

)]

= cis(3π/2) = −1

Geométricamente:

1

i

-1

-i

Ejercicios

1. Determinar y ubicar el el plano complejo las ráıces n-ésimas complejas
de:

a) n = 3, z = 1 − i.

b) n = 4, z = −1 − i.

c)

n = 5, z =
−1

2
+ i

√
3

2
.

d) n = 6, z = −1.

e) n = 4, z = 4i.
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2. Si θ 6= 2kπ, para todo k ∈ Z, entonces

a)

1 + cos θ + · · ·+ cos(nθ) =
cos nθ

2

sen θ
2

sen

(
(n + 1)θ

2

)

b)

sen θ + sen 2θ + · · · + sen(nθ) =
sen nθ

2

sen θ
2

sen

(
(n + 1)θ

2

)

3. Usando las fórmulas de Moivre escribir cos 2θ y sin 2θ en términos de
sin θ y cos θ.

4. Usando las fórmulas de Moivre escribir cos 3θ y sin 3θ en términos de
sin θ y cos θ.

5. Un cuadrado inscrito en una circunferencia de centro en el origen tiene
uno de sis vértices en z1 = 3i, cuales son los otros vértices?

6. Un hexágono regular, inscrito en una circunferencia de centro en el
origen, tiene uno de sus vértices en 2i. Determinar los otros vértices.

7. Escriba sen 4θ
sen θ

en función de cos θ.

8. Si u2 = z · w demostrar que

|z| + |w| =

∣
∣
∣
∣

z + w

2
+ u

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

z + w

2
− u

∣
∣
∣
∣

9. Demostrar que
(1 + i)4

(
√

3 − i)3
= − i

2

10. Resuelva los siguientes sistemas

{
3z + w = 2 − 5i
z − w = −2 + i

,

{
2iz + w = 2i
3z − iw = 1

11. Sean

z =

√
6 − i

√
2

2
, w = 1 − i
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a) Escribir en su forma polar z, w, z/w.

b) Muestre que:

cos
π

12
=

√
6 +

√
2

4
, sen

π

12
=

√
6 −

√
2

4

c) En [−π, π) resuelva la ecuación:

(
√

6 +
√

2) cosx + (
√

6 −
√

2) sen x = 2

12. Sea z = (2
√

3 + 2) + i(2
√

3 − 2).

a) Determine los números naturales n tales que zn es un imaginario
puro.

b) Determine los números naturales n tales que zn es un real negativo.
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa de Ecuaciones

7.1. Introducción

Definición 50. Ecuación es una igualdad que se establece entre dos expre-
siones algebraicas, estas expresiones se denominan miembros de la ecuación.
En ellas aparecen cantidades conocidas y desconocidas ( incógnitas), rela-
cionadas entre śı por medio de operaciones algebraicas.
Las incógnitas normalmente son representadas por letras (x, y, z, w, ...), mien-
tras que las cantidades conocidas son coeficientes numéricos y algunas veces
son literales (a, b, c, d, ...).

Ejemplo 103. Un ejemplo de ecuación es:

x + 2

x + 3
− x + 4

x + 5
︸ ︷︷ ︸

Primer Miembro

=
1

x + 3
− 5

x + 5
︸ ︷︷ ︸

SegundoMienbro

(7.1)

El siguiente, es ejemplo de una ecuación con coeficientes literales:

2a + 3x

a + b
︸ ︷︷ ︸

Primer Miembro

= 5x − ax − b

ab
︸ ︷︷ ︸

Segundo Mienbro

(7.2)

Definición 51. Desde el punto de vista algebraico, se llama solución de
la ecuación, al valor que asume la incógnita de manera que la igualdad se
cumpla.

157
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Por ejemplo, para la ecuación 7.1, la solución es x = −2. En efecto, al reem-
plazar por x el valor −2, la igualdad se cumple.

(−2) + 2

(−2) + 3
− (−2) + 4

(−2) + 5
=

1

(−2) + 3
− 5

(−2) + 5
0

1
− 2

3
=

1

1
− 5

3

−2

3
= −2

3

Definición 52. Desde el punto de vista geométrico, se llama solución de la
ecuación, al lugar geométrico por donde la gráfica del polinomio corta al eje
horizontal.

Para la ecuación 7.1, la gráfica del polinomio corta al eje horizontal en x =
−2.

Definición 53. Dado un polinomio p(x) de grado n, a la expresión p(x) = 0
se le llama ecuación polinómica de grado n.

anxn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a0 = 0

La expresión: 3x2 + 2x − 8 = 0 es una ecuación polinómica de grado dos.

Teorema 54. Toda ecuación de segundo grado puede resolverse por medio
de la factorización.

La ecuación general de segundo grado tiene la forma:

Ax2 + Bx + C = 0

Si la ecuación tiene ráıces racionales, el trinomio se puede factorizar con
aspa simple en la forma (mx + n)(px + q), la ecuación se transforma en
(mx + n)(px + q) = 0 , entonces

mx + n = 0 ⇒ x = − n

m

px + q = 0 ⇒ x = −q

p

Ejemplo 104. Resolver: 2x2 + 9x − 5 = 0

Solución.-
haciendo aspas:
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2 -1

x 5

El trinomio 2x2 + 9x − 5 se factoriza como (2x− 1)(x + 5). La ecuación es:

(2x − 1)(x + 5) = 0

2x − 1 = 0 ⇒ x1 =
1

2
x + 5 = 0 ⇒ x2 = −5

Un método alternativo es utilizar el resultado del siguiente trabajo. Consid-
eremos la ecuación de segundo grado

Ax2 + Bx + C = 0

Si multiplicamos ambos miembros por el coeficiente A

A2x2 + AB x + AC = 0

Agrupamos convenientemente:

(Ax)2 + B(Ax) + AC = 0

Completando cuadrados:
[

(Ax)2 + B(Ax) +

(
B

2

)2
]

︸ ︷︷ ︸

Trinomio cuadrado perfecto

−
(

B

2

)2

+ AC = 0

Aislando el trinomio cuadrado perfecto:

(

Ax +
B

2

)2

− B2

4
+ AC = 0

Trasponiendo términos y sacando el común denominador:

(

Ax +
B

2

)2

=
B2 − 4AC

4
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Sacando la ráız cuadrada en ambos miembros resulta que:

Ax +
B

2
= ±

√

B2 − 4AC

4

Despejando se tiene:

Ax = −B

2
±

√
B2 − 4AC

2
Finalmente, las soluciones se pueden ser obtenidas con la fórmula:

x =
−B ±

√
B2 − 4AC

2A

Observación 17. Una solución se obtiene tomando primero con el signo +
y luego con el signo −
La relación B2 − 4AC se llama discriminante.

1. Si B2 − 4AC = 0, la ecuación tiene dos soluciones reales iguales.

2. Si B2 − 4AC > 0, la ecuación tiene dos soluciones reales diferentes.

3. Si B2 − 4AC < 0, la ecuación tiene dos soluciones complejas conju-
gadas.

Ejemplo 105. Resolver la ecuación 3x2 − 4x − 15 = 0.
Solución.- Identificando los coeficientes con los de la ecuación general:

A = 3, B = −4, C = −15

Estos datos los utilizamos en la fórmula deducida anteriormente.

x =
−(−4) ±

√

(−4)2 − 4 · (3) · (−15)

2 · 3
=

4 ±
√

196

6
=

4 ± 14

6

=
2 ± 7

3

Las soluciones son:

x1 =
2 + 7

3
= 3

x2 =
2 − 7

3
= −5

3
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Ejemplo 106. Resolver la ecuación x2 − 2x + 5 = 0.
Solución.- Identificando los coeficientes con los de la ecuación general:

A = 1, B = −2, C = 5

Estos datos los utilizamos en la fórmula deducida anteriormente.

x =
−(−2) ±

√

(−2)2 − 4 · 1 · 5
2 · 1

=
2 ±

√
−16

2
=

2 ± 4i

2
=1 ± 2i

Las soluciones son: {
x1 = 1 + 2i
x2 = 1 − 2i

Ejemplo 107. Hallar k de manera que la ecuación x2 + 2(k + 2)x + 9k = 0,
tenga solución única.
Solución.- Para que se cumpla la condición, el discriminante debe ser nulo.

B2 − 4AC = 0

Reemplazando los valores de los coeficientes

[2(k + 2)]2 − 4 (1) (9k) = 0

Desarrollando el binomio al cuadrado y reduciendo los términos semejantes:

(4k2 + 16k + 16) − 36 k = 0 ⇒ 4k2 − 20k + 16 = 0, ⇒ k2 − 5k + 4 = 0

Las soluciones de la última ecuación son: k = 4 y k = 1. Prueba: con k = 4,
la ecuación es

x2 + 12x + 36 = 0, ⇒ (x + 6)2 = 0, ⇒ (x + 6)(x + 6) = 0

Entonces las soluciones son: x1 = −6 y x2 = −6 Con k=1, la ecuación es

x2 + 6x + 9 = 0, ⇒ (x + 3)2 = 0, ⇒ (x + 3)(x + 3) = 0

Entonces las soluciones son: x1 = −3 y x2 = −3 para k = 1.
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7.2. Teorema del Resto y Teorema del Factor

Teorema 55. Toda ecuación polinómica de grado n, tiene exactamente n
soluciones.

Por ejemplo la ecuación x3 − 4x2 + x + 6 = 0tiene tres soluciones:

x1 = −1, x2 = 2, x3 = 3.

Teorema 56. En una ecuación racional entera, las ráıces complejas y las
ráıces irracionales, se presentan en parejas conjugadas.

La ecuación x4 − 3x3 − 5x2 + 29x− 30 = 0 tiene cuatro soluciones, estas son
dos reales y dos complejas conjugadas:

x1 = 2 + i, x2 = 2 − i, x3 = 2, x4 = −3.

La ecuación x3 + 5x2 − 3x − 15 = 0 tiene tres soluciones, estas son dos
irracionales conjugadas y una racional: x1 = −5 ,x2 =

√
3 y x3 = −

√
3.

Teorema 57 (Algoritmo de la división). Al dividir el polinomio p(x)
entre el polinomio q(x), se obtiene los polinomios c(x) y r(x), de manera que
se cumple la igualdad:

p(x) = q(x) · c(x) + r(x)

Aqúı, 0 ≤ r(x) < q(x).

Por ejemplo, utilizando el teorema de Horner para dividir x5+x4+1entrex2+
1, se obtiene el cociente c(x) = x3 + x2 − x− 1 y como residuo r(x) = x + 2.

1 1 1 0 0 0 1
0 0 −1

−1 0 −1
0 1

0 1
1 1 −1 −1 1 2

No es complicado comprobar que se cumple el algoritmo de la división.

x5 + x4 + 1 = (x3 + x2 − x − 1) · (x2 + 1) + (x + 2)
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Teorema 58 (Teorema del resto). Al dividir un polinomio p(x) de grado
n, entre el binomio x + a, el residuo de ésta división es igual a p(−a).

Debido a que el divisor es un polinomio de grado uno, el residuo es de gra-
do cero, (es una constante). En virtud al algoritmo de la división se puede
escribir:

p(x) = c(x) · (x + a) + r

Si en ésta relación se sustituye el valor de x con −a, se obtiene:

p(−a) = c(−a) · (−a + a) + r

Se pone en evidencia que r = p(−a).

Por ejemplo, si se pide hallar el residuo de la división

(x + 3)5 + (x + 2)8 + (5x + 9)1997

entre x + 2, se reemplaza −2 en lugar de x.

r = (−2 + 3)5 + (−2 + 2)8 + [5(−2) + 9]1997 = (1)5 + (0)8 + (−1)1997 = 0

Ejemplo 108. Un polinomio deja residuo −2 cuando se divide por x − 1 y
residuo −4 cuando se divide por x + 2. Hallar el residuo cuando este poli-
nomio se divide por x2 + x − 2.
Solución.- De la información dada se desprende que existen los polinomios
q(x) y s(x), tales que: p(x) = q(x) · (x − 1) − 2 y p(x) = s(x) · (x + 2) − 4.

Luego p(1) = −2 y p(−2) = −4. Ahora bien, como

x2 + x − 2 = (x − 1)(x + 2)

es un polinomio de grado dos, el residuo r(x) al dividir p(x) entre x2 +x−2,
es de grado uno o menor, es decir r(x) = ax+ b, para constantes que se debe
calcular.
Por el algoritmo de la división se cumple que:

p(x) = q(x) · (x2 + x − 2) + ax + b

Luego: −2 = p(1) = a + b y −4 = p(−2) = −2a + b.
Resolviendo este pequeño sistema de ecuaciones, resulta que a = 2/3 y b =
−8/3. Finalmente, el residuo es:

r(x) =
2

3
x − 8

3
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Teorema 59. El polinomio p(x) es divisible exactamente por x− a si y solo
si p(a) = 0

Demostración. Si el divisor es de grado uno, entonces el residuo es grado
cero, es una constante r. Por el algoritmo de la división se cumple que p(x) =
q(x)(x − a) + r

⇒) Si la división es exacta r = 0 se genera la expresión

p(x) = q(x)(x − a)

de donde se deduce que p(a) = q(a)(a − a) = 0.

⇐) Si p(a) = 0 se genera la expresión p(a) = 0 = q(a)(a − a) + r de donde
se deduce que r = 0 y la división resulta ser exacta.

Ejemplo 109. Verificar si la división (2x4 − 5x3 − 4x2 + 6x − 9) ÷ (x − 3)
es exacta.
Solución.-Si la división es exacta se debe cumplir que p(3) = 0

p(3) = 2(3)4 − 5(3)3 − 4(3)2 + 6(3) − 9

=162 − 135 − 36 + 18 − 9 = 0

Teorema 60. La ecuación p(x) = 0 tiene una ráız en x = a si y solo si
p(a) = 0.

Demostración. ⇒ Es evidente que si la ecuación tiene una ráız en x = a, la
igualdad p(a) = 0 se cumple.

⇐ Si p(a) = 0 entonces a satisface la ecuación, por lo tanto es una ráız de
la misma.

7.3. Naturaleza de la ráıces

Del teorema anterior se puede desprender un método para resolver las ecua-
ciones polinómica que tengan ráıces racionales.
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DESARROLLO:
Se considera que la ecuación a ser resuelta es:

anxn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a1x + a0 = 0

Se encuentran todos los divisores positivos de a0 y an. Supongamos que: Los
divisores de a0 son:

1, p, q, a0

Los divisores de an son:
1, r, m, an

1 p q a0

1 ±1 ±p ±q ±a0

r ±1
r

±p
r

± q
r

±a0

r

m ± 1
m

± p
m

± q
m

±a0

m

an ± 1
an

± p
an

± q
an

± a0

an

Con estos divisores se construyen números racionales, con doble signo, toman-
do a los divisores de a0 para los numeradores y a los divisores de an para los
denominadores.

Los números racionales que se logra generar son las posibles ráıces de la
ecuación.

Ejemplo 110. 1. Encontrar ráıces racionales de 2x3 + 4x2 + 3x + 6 = 0.
Las posibles ráıces del polinomio son:

1 2 3 6
1 ±1 ±2 ±3 ±6
2 ±1/2 ±1 ±3/2 ±3

Se debe ensayar con los valores obtenidos en la tabla.
Para que la evaluación resulte más cómoda, el polinomio p(x) = 2x3 +
4x2 + 3x + 6 se puede escribir en la forma que se conoce como la fac-
torización de Euler. Esto es:

p(x) = [(2x + 4)x + 3] x + 6

Con x = 1 ⇒ p(1) = {[2(1) + 4] (1) + 3} (1) + 6 = 15 6= 0 no es ráız
de la ecuación.
Con x = −2 ⇒ p(−2) = {[2(−2) + 4] (−2) + 3} (−2) + 6 = 0, es una
ráız de la ecuación.
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2. Para encontrar las ráıces racionales de 6x4 − x3 − 16x2 + 4x + 3 = 0.
Las posibles ráıces son:

1 3
1 ±1 ±3
2 ±1/2 ±3/2
3 ±1/3 ±1
6 ±1/6 ±1/2

El polinomio de cuarto grado p(x) = 6x4 − x3 − 16x2 + 4x + 3 se escribe en
la forma:

p(x) = {[(6x − 1)x − 16]x + 4} x + 3

Con x = 3/2 se tiene:

p(3/2) =

{[(

6

(
3

2

)

− 1

)(
3

2

)

− 16

](
3

2

)

+ 4

}(
3

2

)

+ 3 = 0

luego es una ráız racional.
Con x = −1/3 se tiene:

p(−1/3) =

{[(

6

(

−1

3

)

− 1

)(

−1

3

)

− 16

](

−1

3

)

+ 4

}(

−1

3

)

+ 3 = 0

luego es una ráız racional.

Este trabajo de evaluación puede ser mejorado, si se utiliza la división sintética
de Horner.
Lo que se logra es disminuir sucesivamente el grado del polinomio.

Para la primera ecuación: 2x3 + 4x2 + 3x + 6 = 0 aplicamos la división
sintética. Con x = −2

1 2 4 3 6
−2 −4 0 −6

1 2 0 3 0

El cociente q(x) = 2x2 + 3, es un polinomio de grado dos, que se puede re-
solver por factorización o por fórmula.
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2x2 + 3 = 0

(
√

2 x)2 − (
√

3 i)2 = (
√

2 x −
√

3 i)(
√

2 x +
√

3 i) = 0

√
2x −

√
3 i = 0 ⇒ x =

√
3 i√
2

√
2 x +

√
3 i = 0 ⇒ x = −

√
3 i√
2

Para la segunda ecuación: 6x4 − x3 − 16x2 + 4x + 3 = 0 procedemos de la
siguiente manera:
Con x = 3/2

2 6 −1 −16 4 3
3 9 12 −6 −3

3 4 −2 −1 0

Para encontrar la otra ráız racional, se realiza el mismo trabajo, pero con el
cociente de la división, en este caso con q(x) = 3x3 + 4x2 − 2x − 1.
Con x = −1/3

3 3 4 −2 −1
−1 −1 −1 1

1 1 −1 0

El cociente r(x) = x2 + x − 1 , es un polinomio de grado dos, que se puede
resolver por factorización o con la fórmula deducida para este caso.

x2 + x − 1 = 0, resolviendo

x =
−1 ±

√
1 + 4

2
= −1

2
±

√
5

2

x1 = −1

2
+

√
5

2

x2 = −1

2
−

√
5

2

En estos ejemplos se pone en evidencia que las ráıces complejas las irra-
cionales, se presentan en parejas conjugadas.
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Ejemplo 111. Resolver la ecuación 2x5+3x4+2x3+3x2−24x−36, sabiendo
que

√
3 y 2i son dos ráıces.

Solución.- Si
√

3 y 2i son dos soluciones, aplicando un teorema anterior,
−
√

3 y−2i también lo son.
Esto significa que los binomios: (x−

√
3), (x+

√
3), (x−2i) y (x+2i) son di-

visores exactos del polinomio. Entonces el polinomio es divisible exactamente
por el resultado de la multiplicación de estos divisores:

(x −
√

3)(x +
√

3)(x − 2i)(x + 2i) = x4 + x2 − 12

Verificaremos si efectivamente la división

2x5 + 3x4 + 2x3 + 3x2 − 24x − 36 ÷ x4 + x2 − 12

es exacta. Utilizaremos el esquema de Horner.

1 2 3 2 3 −24 −36
0 0 −2 0 24

−1 0 −3 0 36
0

12
2 3 0 0 0 0

El cociente de esta división permite obtener la quinta solución.

2x + 3 = 0 ⇒ x = −3

2

Las soluciones de la ecuación son:

x1 = 2i, x2 = −2i, x3 =
√

3, x4 = −
√

3, x5 = −3

2

7.4. Relaciones entre sus ráıces y los coefi-

cientes

Teorema 61 (Teorema). Si p(x) = anxn+an−1x
n−1+an−2x

n−2+?+a1x+a0

, la suma de los coeficientes es igual a p(1).
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Para la demostración basta ver que:

p(1) = an(1)n + an−1(1)n−1 + an−2(1)(n − 2) + · · ·+ a1(1) + a0

Entonces, es claro que

an + an−1 + an−2 + · · · + a1 + a0 = p(1)

Ejemplo 112. Hallar la suma de todos los coeficientes obtenidos luego de
expandir y simplificar el producto:

p(x) = (x4 − x2 + 1)109(5x9 − 6x + 2)1996

Solución.- Por álgebra elemental, el grado del polinomio resultante es

4 · 109 + 9 · 1996 = 18400

El polinomio expandido es:

p(x) = a18400x
18400 + a18399x

18399 + a18398x
18398 + · · ·+ a1x + a0

La suma de todos los coeficientes es

p(1) = a18400 + a18399 + a18398 + · · · + a1 + a0

Por otro lado,

p(1) = (14 − 12 + 1)109(5 · 19 − 6 · 1 + 2)1996 = 1

Por lo tanto, p(1) = a18400 + a18399 + a18398 + · · · + a1 + a0 = 1.

Las siguientes multiplicaciones, nos conducirán a un teorema muy intere-
sante.

Si a1 y a2 son ráıces de la ecuación ax2 + bx + c = 0, entonces se genera la
siguiente igualdad:

x2 +

(
b

a

)

x +
( c

a

)

= (x − a1)(x − a2) = x2 − (a1 + a2)x + (a1 · a2)

Comparando los coeficientes se observa que:

b

a
= −(a1 + a2)

c

a
= a1 · a2
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Similarmente, si a1, a2 y a3 son ráıces de la ecuación ax3 + bx2 + cx + d = 0,
entonces se genera la siguiente igualdad.

x3 +

(
b

a

)

x2 +
( c

a

)

x +

(
d

a

)

= (x − a1)(x − a2)(x − a3)

x3 +

(
b

a

)

x2 +
( c

a

)

x +

(
d

a

)

= x3 − (a1 + a2 + a3)x
2 + (a1a2 + a1a3 + a2a3)x − a1a2a3

Comparando los coeficientes se observa que:

b

a
= a1a2 + a1a3

c

a
= a1a2 + a1a3 + a2a3

c

a
= −a1a2a3

Estas son relaciones entre las ráıces de la ecuación y sus coeficientes. Estos
resultados pueden ser generalizados por medio del siguiente teorema.

Teorema 62 (de Viete). Consideremos que an, an−1, . . . , a1, a0 son solu-
ciones de la ecuación polinómica

anxn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a1x + a0 = 0,

entonces las siguientes igualdades son correctas:

an−1

an
= −

n∑

i=1

ai

an−2

an

=
n∑

1≤j<k≤n

aj ak

an−3

an
= −

n∑

1≤j<k<i≤n

aj ak ai

...
a0

an
= (−1)n a1 a2 a3 · · · an
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Ejemplo 113. Hallar la suma de las ráıces, la suma de las ráıces tomadas de
dos en dos, la suma de los cuadrados de las ráıces y la suma de los rećıprocos
de las ráıces de la ecuación

2x3 − x + 2 = 0

Solución.- Sean a1, a2, a3 las ráıces de la ecuación. A partir del teorema se
tiene que:

a2

a3

= −
3∑

i=1

ai ⇒ a1 + a2 + a3 = 0

a1

a3

= a1a2 + a1a3 + a2a3 ⇒ a1a2 + a1a3 + a2a3 = −1

2

Recordemos la identidad: (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + ac + bc)

Entonces: a2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 − 2(ab + ac + bc). Por lo tanto la suma
de los cuadrados de las ráıces resulta ser:

a2
1 + a2

2 + a2
3 = (a1 + a2 + a3)

2 − 2(a1 a2 + a1 a3 + a2 a3) = (0)2 − 2

(

−1

2

)

= 1

Finalmente utilizando la última relación en las fórmulas de Viete:

a1 a2 a3 = (−1)3 ·
(

2

2

)

= −1

Para la suma de los rećıprocos de las ráıces, realizamos las siguientes opera-
ciones:

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
=

a2 a3 + a1 a3 + a2 a3

a1 a2 a3

=

(
−1

2

)

−1
=

1

2

Ejemplo 114. Resolver la ecuación 4x3 + 20x2 − 9x− 45 = 0, sabiendo que
la suma de dos de sus ráıces es igual a cero.
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Solución.- Sean a, b y c las ráıces de la ecuación. Utilizando las relaciones de
Viete:

20

4
= −(a + b + c)

−9

4
= a b + a c + b c

−45

4
= a b c

a + b = 0 (condición del problema)

Al sustituir la condición del problema en la primera ecuación resulta que
c = −5.
Ahora utilizamos Horner para reducir el grado de la ecuación.

1 4 20 −9 −45
−5 −20 0 45

0 4 0 −9 0

Resolvemos la ecuación que genera el cociente. 4x2 − 9 = 0

Por diferencia de cuadrados: (2x − 3)(2x + 3) = 0
Finalmente, las otras ráıces de la ecuación son:

a =
3

2
, b = −3

2

Ejemplo 115. Resolver la ecuación 6x3 − 11x2 − 180x + 425 = 0, sabiendo
que una ráız es doble de otra.
Solución.- Sean a, b y c las ráıces de la ecuación. Utilizando las relaciones de
Viete:

−11

6
= −(a + b + c)

−180

6
= a b + a c + b c

−425

6
= a b c

a = 2b (condición del problema)
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Reemplazando la condición del problema en las dos primeras ecuaciones se
obtiene un sistema más pequeño:

2b + c + c =
11

6
⇒ 3b + c =

11

6
(∗)

(2b) · b + (2b) · c + bc = −30 ⇒ 2b2 + 3cb = −30

De la ecuación (∗) despejamos c:

c =
11

6
− 3b) (7.3)

Reemplazando en la ecuación (7.3).

2b2 + 3b

(
11

6
− 3b

)

= −30

Reduciendo los términos semejantes y trasponiendo términos se obtiene la
ecuación de segundo grado:

14b2 − 11b − 60 = 0

Se puede factorizar con aspa simple.

2b -5

7b 12

La ecuación toma la forma (2b − 5)(7b + 12) = 0
Las soluciones son:

b = 5/2, b = −12/7

Entonces hay dos soluciones (una es correcta y la otra no)

b =
5

2
⇒ a = 5, c = −17

3
(Primera solución)

b = −12

7
⇒ a = −24

7
, c =

293

42
(Segunda solución)

Para elegir la solución correcta recordemos que por Viete se tiene que:

a b c = −425

6
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entonces para la primera solución:

5 ·
(

5

2

)

·
(

−17

3

)

= −425

6
X

(

−24

7

)

·
(

293

42

)

6= −425

6

Finalmente, las soluciones son:

x1 = 5/2, x2 = 5, x3 = −17/3

Debe notarse que la segunda solución es el doble de la primera.

7.5. Métodos Numéricos

Los siguientes teoremas son muy útiles para predecir el tipo de solución que
tiene una ecuación polinómica racional entera.

Teorema 63. Si la ecuación p(x) = 0 es de grado impar, entonces tiene por
lo menos una ráız real cuyo signo es opuesto al signo del término independi-
ente de p(x).

Teorema 64 (Regla de signos de Descartes). Dada la ecuación p(x) = 0,
la cantidad de cambios de signo que tiene el polinomio p(x) es igual a la
cantidad máxima de ráıces positivas que tiene la ecuación.
La cantidad de cambios de signo que tiene el polinomio p(−x) es igual a la
cantidad máxima de ráıces negativas que tiene la ecuación.

Ejemplo 116. Analizar el tipo de ráıces que tiene la ecuación:

5x3 + 3x2 − x + 3 = 0

Solución.- Analizamos los signos de p(x) = 5x3 + 3x2 − x + 3

+ + − +

Cambia de signo dos veces, entonces la ecuación tiene como máximo dos
ráıces reales positivas. Analizamos los signos de p(−x) = −5x3 +3x2 + x + 3

− + + +
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Hay un cambio de signo, entonces la ecuación tiene como máximo una ráız
real negativa.
Además, por ser una ecuación de grado impar tiene por lo menos un a ráız
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.

NRO Positivas Negativas Complejas
3 2 1 0
3 0 1 2

Ejemplo 117. Analizar el tipo de ráıces que tiene la ecuación:

4x4 − 3x3 + x − 5 = 0

Solución.- Analizamos los signos de p(x) = 4x4 − 3x3 + x − 5

+ − + −

Cambia de signo tres veces, entonces la ecuación tiene como máximo tres
ráıces reales positivas.
Analizamos los signos de p(−x) = 4x4 + 3x3 − x − 5

+ + − −

Hay un cambio de signo, entonces la ecuación tiene como máximo una ráız
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.

NRO Positivas Negativas Complejas
4 3 1 0
4 2 0 2
4 1 1 2
4 0 0 4

Teorema 65. Sea p(x) = 0 una ecuación polinómica racional entera.

1. Si p(a) tiene el mismo signo que p(b), entonces en el intervalo (a, b) no
tiene ráıces reales o tiene un número par de ellas.

2. Si p(a) tiene el signo opuesto al de p(b), entonces en el intervalo (a, b)
tiene una ráız real o tiene un número impar de ellas.

real o tiene un número impar de ellas.
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Ejemplo 118. Analizar el tipo de soluciones que tiene la ecuación x3 + x +
1 = 0 y acotar las ráıces reales.
Solución.- Analizamos los signos de p(x) = x3 + x + 1

+ + +

No hay cambios de signo, entonces la ecuación no tiene ráıces reales positivas.
Analizamos los signos de p(−x) = −x3 − x + 1

− − +

Hay un cambio de signo, entonces la ecuación tiene como máximo una ráız
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.

NRO Positivas Negativas Complejas
3 0 1 2

Para acotar la ráız negativa debemos encontrar un intervalo en el cual p(x)
cambie de signo. Como no tiene ráıces positivas la búsqueda será con números
negativos.

x −2 −1 0
p(x) −9 −1 1
Signo − − +

El cambio de signo se produce en el intervalo (−1, 0), por lo tanto en ese
intervalo existe una ráız real negativa. Analizar el tipo de soluciones que
tiene la ecuación 6x4 − 13x3 − 21x2 + 68x− 70 = 0 y acotar las ráıces reales.
Solución.- Analizamos los signos de p(x) = 6x4 − 13x3 − 21x2 + 68x − 70

+ − − + −

Cambia de signo tres veces, entonces la ecuación tiene como máximo tres
ráıces reales positivas.
Analizamos los signos de p(x) = 6x4 + 13x3 − 21x2 − 68x − 70

+ + − + −

Hay un cambio de signo, entonces la ecuación tiene como máximo una ráız
real negativa. Se puede elaborar la siguiente tabla.
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NRO Positivas Negativas Complejas
4 3 1 0
4 2 0 2
4 1 1 2
4 0 0 4

Para acotar las ráıces negativas debemos encontrar intervalos en los que p(x)
cambie de signo.

x −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
p(x) 225 80 −26 −30 −40 −140 −90 374 1690
Signo + + − − − − − + +

Los cambios de signo de p(x) se producen en dos intervalos, entonces: Hay
una ráız real negativa en el intervalo (−3,−2).
Hay una ráız real positiva en el intervalo (2, 3). Esta información resulta
importante cuando llega el momento de resolver la ecuación. Si tiene ráıces
racionales, debemos buscarlas en esos intervalos. Esto, indudablemente, nos
liberará de numerosas pruebas infructuosas. En este ejemplo, las posibles
ráıces las encontraremos en la siguiente tabla. Pero, solo dos divisiones serán
exactas.

1 2 5 7 10 14 35 70
1 ±1 ±2 ±5 ±7 ±10 ±14 ±35 ∓70
2 ±1/2 ±1 ±5/2 ±7/2 ±5 ±7 ±35/2 ∓35
3 ±1/3 ±2/3 ±5/3 ±7/3 ±10/3 ±14/3 ±35/3 ∓70/3

Hay 40 posibles ráıces racionales, pero si observamos con cuidado llegaremos
a la conclusión de que solo hay cuatro de ellas que pertenecen a los intervalos
obtenidos anteriormente:±5/2 y ±7/3.
Los ensayos con Horner se reduce notablemente.

2 6 −13 −21 68 −70
5 15 5 −40 70

3 1 −8 14 0

Nos muestra que una ráız es x1 = 5/2.

3 3 1 −8 14
−7 −7 14 −14

1 −2 2 0
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Nos muestra que otra ráız es x2 = −7/3.
Las otras ráıces se obtiene resolviendo la ecuación generada por el cociente
de la última división.

x2 − 2x + 2 = 0, x3 = 1 + i, x4 = 1 − i

7.6. Bisección

Es posible obtener ráıces reales aproximadas por medio de la bisección del
intervalo al que pertenece la ráız.
Este método se basa en el hecho de que si p(x) cambia de positiva a negativa
(o viceversa) en un intervalo, entonces la curva corta al eje horizontal en
algún punto contenido en el intervalo.
El objetivo es achicar el intervalo que contiene a la ráız.
Por ejemplo, si p(a) > 0 y p(b) < 0 entonces la ráız x ∈ (a, b)

a

b

p(a)

p(b)

a

b

p(a)

p(b)

x

La bisección del intervalo se realiza mediante el punto medio del intervalo:

c =
a + b

2
)

1. Si p(c) > 0 entonces la ráız x ∈ (c, b). (c reemplaza al extremo inferior).

2. Si p(c) < 0 entonces la ráız x ∈ (a, c). (c reemplaza al extremo superior).
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a b

p(a)

p(b)

c

p(c)
x

a b

p(a)

p(b)

c

p(c)

x

Este procedimiento se realiza hasta alcanzar un grado de aproximación ra-
zonable.
Se puede fijar de antemano el grado de aproximación por medio del error
absoluto. El error absoluto se calcula mediante

ε = |xi+1 − xi|
en donde xi, xi+1 son dos aproximaciones consecutivas, por este , método.

Ejemplo 119. Encontrar una ráız real de la ecuación x3 + x + 1 = 0, con
un error absoluto ε < 0, 001.

Solución.- Esta ecuación fue analizada ĺıneas arriba y se logró establecer que
teńıa una ráız real negativa en el intervalo (−1, 0).
Se puede sistematizar el trabajo utilizando el siguiente esquema.

a c b p(a) p(c) p(b) ε < 0,001
−1 0,5000 0 −1 0,375 1 −
−1 −0,75 −0,5000 −1 −0,1719 0,375 −

−0,75 −0,625 −0,5 −0,1719 0,1309 0,375 0,125
−0,75 −0,6875 −0,625 −0,1719 −0,0125 0,1309 0,0625
−0,6875 −0,65625 −0,625 −0,0125 −0,0611 0,1309 0,03125
−0,65625 −0,640625 −0,625 −0,0611 0,0964 0,1309 0,01562
−0,65625 −0,648437 −0,640625 −0,0611 0,0789 0,0964 0,0078
−0,65625 −0,652343 −0,648437 −0,0611 0,07005 0,0789 0,0039
−0,65625 −0,65429 −0,652343 −0,0611 0,06559 0,07005 0,0019
−0,65625 −0,65527 −0,65429 −0,0611 0,0633 0,06559 0,00098
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La solución aproximada es x = −0,65527, con dos decimales exactos.
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